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L 多 秘 变 数 的 解析 醒 数 - 


$ 11. 解析 画 数 。 我 们 命 cy 才 ”个 独立 的 复 变 狼 有 1，…， 2 
的 容 间 。 此 空间 的 点 为 一 组 * 个 有 限 的 复数 (sa，……，an)。 为 简 
便 起 见 ,我 们 常 以 z 代表 个 复 变数 ， 朗 z 二 (za …， sn) ,而 以 
a 代表 此 空间 的 点 , 序 4 二 (a1, *…, a). 

以 “为 展开 点 的 (= 重 ) 需 级 数 : 和 


on - | ~ . 


- 过 mn (aa 一 a (zs 一 ao)mo (1.1.1) 


(om 为 常数 ) 称 为 在 5 一 (5 6,) 点 收 化 ， 如 果 在 = 一 4 
点 0 有 一 个 方法 把 此 级 数 排 列 成 为 单 级 数 ,而 此 级 数 是 收 化 的 . 

空间 C" 中 的 多 图 柱 PCc, >) 为 一 点 集 ， 由 适合 下 列 不 等 式 的 
z 点 组 成 : 

(zi—al 过 <r, ,| =。 之 

此 处 7 一 (ri ra) 是 一 粗 > 个 正 数 ,而 。 一 《qa 04) 点 
称 为 多 圆柱 的 中 心 

-定理 1.1.1. 车 级 数 (1. 1. 1) 在 2 一 6 让 下 估 , 划 此 级 炽 在 多 国 
柱 

z [x1 ail |b os ea 一 一 | 

中 任 一 紧 和 致 子 集 上 一 致 收 伍 . 

此 定理 可 仿 单 重 第 般 数 的 相应 定理 的 三 明 而 得 之 ， 即 方法 上 
是 平行 的 推广 ， 雍 者 试 自 证 之 . : 

在 4 点 解析 的 丽 数 或 画 数 元 素 f(z) = jm, ,x2), BP f (2) 
在 一 以 a 点 为 中 心 的 多 圆柱 PCa, +) 定义 大 在 此 多 圆柱 能 展 为 收 
钱 的 每 极 数 者 ， 由 震级 激 的 理论 可 知 , 在 Pl(z,7) 的 每 一 点 


1) s=b Ez = Ds ”37 = Pn, 


a ~—- 


c 二 《a1， ,64)， 航 数 (1.1.1) 车 在 P(e 7) 收 黎 ， 划 能 以 < 为 
屡 开 点 在 一 多 圆柱 P(e, 6) [6 一 (人 1 ; 6,) 为 一 组 活 当 小 之 


正 数 ] 展 为 收 化 的 需 级 数 ， 因 之 f(z) 在 PCa,7?) 的 每 一 点 簿 是 筹 


术 的 。 
. 又 由 震级 数 的 理 葵 知 ，/(z) 在 Pla, >) 是 连 种 的， 其 偏 导数 


oF (a 二 1, .… ,2) 存在 ?, 且 等 于 级 数 的 深 项 偏 导 数 之 和 ; 此 外 


Oa 
连 熏 偏 微分 ， 并 且 易 证 f(z) 的 展 式 的 系数 适合 


mi 


zf :O27n1, 
在 Pla， 7) 中 ， 当 2%， zatl sz 国定 时 ， 显然 
f(z) 是 单 复 王 数 za 的 在 图 | sa 一 za| < ra 解析 的 画 数 .车 命 
ya 一 Xa 十 zya(w 一 1 2， 2)，fas) 一 axzyy) iv (x,y), 
其 中 xz 一 (2 to 7 一 《yi yn) 是 实 变数 , x 与 v 是 实 
画 数 ,， 则 根据 单 复 变数 解析 男 数 的 ' 性 质 知 道 , 对 每 一 整数 x(= 
1，'… 2) 2 与 适合 Cauchy-Riemann 方程 

Ox _ Ov ‘Du, Dr 

Orxa By GOya . xa : 
C" 中 的 一 开 集 刀 定义 为 C" 的 一 个 子 集 ， 对 DD 的 每 一 点 4 能 
有 一 多 图 柱 PCa, 7+) 包含 于 DD 者 ， 开 集 轧 称 为 ( 单 叶 ) 域 , 曙 果 总 是 
连通 的 。 在 单 叶 域 思 定义 的 画 数 1(z) , 在 每 一 点 z€D, 对 应 有 唯 


ml -pn! 


一 的 复数 值 世 xz)， 车 f(z) 在 D 的 每 一 点 此 是 解析 的 ， 则 fz) 称 


为 在 域 马 解析 . 
利用 单 复 亚 数 画 数论 的 Liouville 定理 ， 立 草 得 到 
定理 1.1.2. 车 /zs) 在 C* 解析 并且 有 界 ， 刀 必 为 常数 ， 
§1.2. 多 图 枉 的 Cauchy 积分 ， 设 Ds 为 zi 平面 的 一 域 , 广 


1) 如 冀 复 读数 画 数 座 一 样 , 有 人 利用 售 导 数 的 闵 在 定义 解析 ( 贿 关 $ 1.4)， 


2) 在 单 叶 域 二 定义 的 解析 部 数 邯 单 值 的 解析 画 数 。 非 单 叶 域 的 定义 比较 复杂 ;本 


书 只 限于 计 葵 单 叶 域 .， 以 后 我 们 ， 请 称 单 叶 域 为 训 . 


。 2 全 


21 在 PCa,7) 岂 是 解析 的 , 因 之 f(z) 有 任意 区 的 对 二， ,os 的 


] . | | (1,1.2) 。 


、 《13 


， 义 多 贺 柱 D1X xD;， ,是 C" 中 的 城 ， 由 所 有 的 z 一 Cm 0 
二 向 帮 其 中 EDis ,zn€EDs。 | 
、 讽 每 一 D。 此 是 za 三面 的 有 界 域 ， ,其 边界 Ca 由 有 限 多 个 
的 、 有 长 的 ,简单 的 阴 曲 稳 租 成 ， 设 f(z) 在 Di X .… x.D， 
解析 , 且 在 其 边界 仍然 连续 ， 则 对 任 一 点 z€ Di XXXDo 有 广 
义 多 贺 柱 的 "Cauchy 公式 / z 


.1l. 。 fc ， 7 oa 
1 cay i CG a) Ce, 2) “ 


(1.2. 1) 。 
本 实际 上 , 当 2 一 1 时 上 式 是 熟知 的 。 利 用 归纳 法 , 假设 > 一 1 
个 复 变数 时 上 式 成 立 现在 观 大 sr， xz,"……，, zw) 为 vi 的 在 Di 解 
析 的 画 数 族 ，z:，.…. ，zw 为 参数 ， 则 由 f(z) 的 连续 性 假定 知 ， 
Na, £2 es 8) 是 单 复 变 数 zi 的 正规 族 ， 并 且 对 任 一 一 租 数 
cc Cy, ,Cn€ C,, 数 : " / 

: me C9) = ,lm ~ fa, zz 1) 


Lot Ee 


仍然 在 Di 解析. 应 用 朋 术 法 的 假定 更 有 
， f(z1 , os ，。。 ， Zn) 一 z . 
1 及 zi C2 ”“” CE ) , 
一 一 。。。 a en) ge, dl, 
上 | (CC 一 ds 
de ds (fet) , 
' -ny 3 《ea aa el 一 1 和 
由 于 /C6) 的 连 禄 性 , 上 式 即 (1.2.0)， 四 
由 (1.2.1) 易 知 ， 四 
GPat tmaj(z) 加 - : ， 
. Oz71, " ,Ozn | | , 
St Gs De 
Qn) dd Ci et (Cs gn) et 
.- | : (1.2.2) 
特别 取 Ds 为 图 |。 一 cc| < vo 时 ,由 上 式 及 (1.1.2) 可 得 
" | ~ | » 3 . 


= -| . 
Cr 《27z ) de l= . 
| ~ f(D Cr) dol dbs (1.2.3) 


ienepl=ra (G1 一 .CD (bs — an) "nl 


| greemd 二 mm 4 (1.2.4 ) 


其 中 M 是 1 在 | 人 一 嘻 一， 一 ol 一 之 高 
i . “ 
车 有 在 域 DP 解析 的 画 数 jz)， 在 D 的 一 点 a 取 一 多 圆柱 
Pla, 7?), 其 并 包 PCa, 7): 
[a al rn， EE ry 

仍然 包含 于 史 中 , 则 由 (1. 2.3) 及 (1.2.4) 可 知 

定理 1.2.1.， 洲 f(z) 在 域 刀 解析 , 区 它 在 域 D 的 < 点 的 展 式 
(1.1.1) 是 唯一 的 ; 关上 且 此 展 式 在 任 一 包含 于 DD 的 以 a 4 为 心 的 多 加 
柱 成 立 . | ~ 

定理 1.2.2.。 车 j(z) 在 域 DD 解析 , 且 在 域 D 中 一 非 袜 的 开 子 
集 上 等 于 才 , 则 f(z) 在 整个 域 万 司 等 于 老 ， 
实际 上 ， f(z) 最 少 在 一 包含 于 DD 的 多 圆柱 Pla, » 内 屋 竺 于 

霉 ， 如 5 是 的 任 一 点 ,可 以 用 帮 中 的 一 曲 钱 与 4 点 相 联 ,而 以 有 
限 个 包含 于 D 的 多 圆柱 盖 过 此 曲 厂 , 则 (6) 亦 必 须 等 于 霉 , 员 要. 
我 们 证 明 ， 在 一 多 图 柱 解 析 的 丽 数 车 在 一 非 空 开 子 集 上 为 零 则 醒 
等 于 零 ; 后 者 用 解析 画 数 的 震级 数 展 式 是 容易 证 明 的 ， | 
”定理 1.2.3， 设 f(z) 在 原点 的 邻 域 .了 
| a) < 1 [zl < 
中 解析 , 命 za 二 xa 十 iya (cr = 二 1,:……,w)， 若 f(z) 在 点 集 

一 ra <xu 必 ya -ya =0, 一 上， 7 - 
【或 者 在 xe 一 0， 一 ya < ya < rao 1 x) 上 等 于 零 ， 则 
f(z) 在 Ps 中 恒 等 于 徐 . 

. 证 。 f(z) 可 在 P。 讳 展 为 收 第 的 垃 航 数 


” + 4 .9 


的 


f(z) -一 S， . mimnTt IT - gn 
| | mi, sy mn—0 


当 z4，……, xz; 取 实 值 时 , 般 数 


fCx) -一 3 CatroppXT1。 " “Xn 一 : 04。 


1! 证 1, —0 . 
1l* 1? 抑 . ~ 


| 


因此 
日 1 二 mp) _ 0 ， 
OxT!l*: … :Ox 
特别 是 、 四 
本 1 Eom ] _ 0 
Tm mlm Orr .Orr ] 
由 此 知 f(z) 三 0。 诈 华 , 
定理 1.2.4， 老 22 个 复 变 数 的 画 数 
. f(z1, G1, zz, C2, ‘Zn ea) | : 
在 C” 仅 间 的 原点 的 邻 域 解析 ， 而 在 此 邻 域 中 适合 下 面条 件 的 子 
集 (了 表 zx 的 复数 共 轰 )  - 
0 C= (1.2.5) 
-上 为 圭 , 郎 
| f(z1, 1 22, B29 "**, Za, Zn) 一 0， 
则 在 整个 邻 域 中 | z 
f(x1, 61 22, C2, ea 6x) 0, 
证 。 我 们 作 线 性 变换 ， 
ze 十 


za 一 3 Va 


2 2z . 
其 朔 变换 为 | 
za = ta + iva, Ca = We — iva, cx 一 -7 


1 | 1 
Pu, ZI” ”to Vn) 三 f(a 十 IV 一 8V1 


ga — Ca 
3 


.0=1],.'.。,7, 


a 


un 十 zz Wn Eva) 


在 复 变数 mr， …，xm， va 空间 的 原点 的 邻 域 解析 ， 一 


mm 


适合 条 件 (1. 2. 5) 的 点 集 ， 经 变换 映 为 Hiy Vly "Ss Uny Un 空间 
的 适合 下 面条 件 的 点 集 : 
《za 一 za) — ilva — Ya) 一 0， a=1,.*"',n. 
卫 乃 表示 (wi, ol Wy, Vy) 在 Wa, va 家 实 值 时 管 于 沉 ， 据 定 
理 1.2.3, 宅 必 须 屋 等 于 零 , 因 之 f(z, 和， zs， 54) 亦 然 . 
定理 1.2.5。 车 f(z) 在 域 D 解析 且 非 常数 ; 凤 1f(《z) | 不 能 在 
D 的 内 点 达到 其 最 大 值 。 如 f(x) 在 刀 的 边界 仍然 连续 , 则 [f(z) | 
在 边界 上 达到 其 最 大 值 . z 
实际 上 只 要 证 明 , 如 果 |f(x) | 在 马 的 一 内 点 4 达到 其 极 大 值 ， 
如 f(z) 在 DD 为 常数 . 据 定理 1.2.2， 这 只 要 证 明 |f(z)| 在 一 包 
合 于 吃 的 多 圆柱 PC(a,7) 为 常数 便 可 . 设 5 一 (Bb1,*…, 5s) 为 
Pla, 7?) 的 在 一 点 ， 据 假 设 , |fC(a1, ,aati, 0s)| 之 1， 
ar-l, sa)| , 当 |zz 一 an| < rw。 应 用 单 复 变 数 画 数 葵 的 极 大 模 原 
理 知 ，f(q1，…, 41, za) 为 常数 ， 故 有 fa …，anriy aa) 一 
所 本， an， bn). 再 应 用 极 大 模 原 理 于 间 变数 图 数 f(a1,*…， 
Za-zy Ta-ls On) TA, flar, 7 any bal, br) 一 f(a,***, 
.0a-29 cx-ly bn)。 如 此 狗 续 ,最 后 得 出 f(a ay) 二 61 
bs)， 故 f(z) 在 P(4a,7) 为 常数 。 定理 第 二 部 分 的 证明 是 显然 
的. 四 四 " 
值得 注意 的 是 ,如 f(z) 在 边界 仍然 连续 , 旧 |f(z) | 往往 在 边 
.、 ” 界 的 基 一 子 集 (不 必 包 括 公 部 边界 ) 达 到 其 最 大 值 ， 此 子 集 由 域 D 
”的 几何 业 构 所 确定 ,这 里 仅 以 单位 并 多 轿 柱 P，: 
| a < 1, [zs| 1 
为 例 . 
’ # f(z) 在 五。 回炉 且 在 其 内 点 解析 ， 芭 [fa ] 亦 有 此 性 质 
& 为 任意 的 正 整数 )， 应 用 多 圆柱 的 Canchy 公式 得 


fC) 一 | PC ce) de “ AC ny 


CR2)™ Je 2 (bs — on) 


DD》 为 简便 起 见 ， 在 不 至 引起 混乱 的 情况 下 ， 我 们 往往 用 一 重 积分 符号 代 到 多 重 积 
分 符号 。 4 


® 6 。 


其 中 8。 代表 点 集 


jm) 一 1 


-我们 有 估 什 四 
ME 2 2 | + 
We wl 和 
区 * ” 
2x -frzx 。。。 
If(z)| 委 :1 | ee) 


、 和 C27)* 
其 中 M = sup |f(6)|, ¢€ = (0, 6). 
| Eg» / ' z 

- 命 丰 一 90, 我 们 有 


: A EM 
此 乃 表 示 [f(z) | 在 8 达到 其 最 大 值 。 注意 8, 仅 是 了 ,的 边界 的 


7# 稚 子 集 , 而 了 ,的 边界 是 (2n 一 1) 维 点 集 ， 8。 秘 为 P。 的 特征 
流 形 . : 
除 多 图 柱 杀 ,其 他 域 的 Cauchy 公式 的 研究 可 套 于 A. Weilf1], 
Bergmann[1] ，Martinelle[1] ， 华 罗 庚 [51， 华罗庚 与 陆 启 名 [1] 等 ， 
.入 的 工作 , 
§ 1.3. 形式 微分 说 
、 一 ja Tiyay Za — Ka — iya 
世 了 
va = .aa 十 ze ya 一 za 一 Zo 
2 22 . 


os) 


(de oy ) 癌 - 芒 : " 3 


1), 1 (0 oF 
Oza 2 Oxa .| Oya Oza Oxa Oya ” 
如 是 Cauchy-Riemann 方程 (1.1.3) 可 书 为 下 面 租 半 的 形式 


归 7 be | 


61 
Osa 


—0, 二 1,''., 7， (1,3.2) 


其 中 f= 二 ww 十 to 
应 用 形式 微分 ， 我 们 有 
定理 1.3.1。 车 fo(x) 一 walx; yy) 十 iva (x,y) 是 zz 的 在 某 一 


域 解析 的 画 数 , 划 在 此 域 中 有 如 下 的 恒等式 : 四 
ot Ou V1 ““*-" 3 Uys Vn) 一 | det sag ””", f5) : 


~ BC iy ” ”3 Xny yz) 


(sil， 四 Zn) 
此 处 我 们 以 me 卖 夯 数 方 阵 


\Sly ”SSn 
zl Oz1 Ozi 、 
oh Of ... Of 
A Oz, Oz2 0% 9 
oh op ... Bp 
- ~ Oz, Oz, xn _ 
而 det 4 圾 一 方 阵 4 的 行 烈 式 . , » 
证 。 .应 用 Cauchy-Riemann 方程 ， 要 计算 可 得 拓 阵 关 采 坏 
O(ur, “ *», tn) O(vi, ”” "> Vp») 
工 TI 7) O(x1, “+ Xn) Gzip (7 7) -= 
2 \I il/ Ou Ha) (oo —if 


OCyi, ““*，, ya) Olys, “1s yn) 


ech， ” “， 六) OO . 
Oz1i, “yy Zn) 、 、 
一 -一 -一 -|， (1.3.3 ) 
、 0 OQ(fi, - | 


. (zi ”3 zn) 
其 中 了 表 = Xx 2 人 么 三 障 , 序 


1 0 

0 0 
7 一 

0 0 


由 (1.3.3) 立 得 定理 ， i 
定理 1.3.2， 发 8 
态 (z so 01 多 一 
"是" 十 2 个 复 变 数 z 一 (en， wm) 的 图 
oy 狼 ， 在 C“+” 空间 的 xz 一 za 一 《ci …， az)y w= b= (bi bm) 
点 的 邻 域 ?解析 ,车 f(a,5) 一 0,a 二 1,''…,n 而 


| as 才 0， 


21s*"* > Tn) 
，” 因 责 数 方程 / 四 
~ 天 (zi es ny W199 Wm) =0, a=1,.**,n (1.3.4) 
有 " 付 一 的 解 


2Z 一 Gy WW 


za 一 go 7 wm), 0 = 1, ,RN, . 
关上 且 此 解 在 C” 空 间 的 w 一 2 点 的 邻 域 解析 . 紫外 2 一 ga 
7 (gc 一 To) 
证， 命 吉 一 起 二 地 = te tiv (we 一 1,… 2) 及 
HK 一 处 十 2 (RAR 一 1 >» 2), 根据 候 瑟 及 定理 二 .3.1 知 
E33 O (1m, Vi ***» Hn, < 世 0. 
s=a, w=b 


xi J1， “3 Kn Ys) 
根据 实 变数 的 隐 总 图 数理 葵 知 ,方程 (1. 3.4) 有 孜 一 一 的 解 
ti = Pals ,tf), ys 一 Ce， 站， C=1,..., 7 
其 中 pa 与 几 是 实 亚 数 s 一 (Ci sm) t 一 《44， "tm) 的 在 
ww 一 上 点 邻 域 中 的 实 解析 图 数 ”. : 
命 8 pe 十 i 在 (1.3.4) 中 对 wi 微分 ,有 
fs Se or | S fs fp 0 
Ow Oz Owr Fa Og go 


_Ofa 
/=— 0, 一 0， 
0 我 们 得 


1) 所 对 -一点 的 邻 域 就 是 包含 此 点 的 开 集 。 

2) 在 和 全 间 Rs 的 一 域 定义 的 实 解析 图 数 pCx1，,，、…，xw) 即 在 此 域 的 每 
一 点 [Qi， “ ，Czp) 有 一 邻 域 ， 在 其 中 儿 衣 E 展 沪 TL ly dz 一 Cr 的 收 数 
的 守 报 数 ， / 上 / 


re 


] OB Owk 
由 于 det ed 提 jd 可 在 = 一 o 必 一 4 点 的 充分 小 名 城中 不 


Ziy Cn) 

为 零 , 根 据 齐 次 线性 方程 的 理论 知 ,必须 

se 0. 

Owen 
此 式 在 C” 宏 于 的 wv 一 5 点 的 充分 小 邻 域 PCa， +) 中 成 立 ， 此 乃 
表示 gp(z) 当 tw， wk-l Wet19 “wm 固定 时 是 wi 的 解析 
画 数 ， 我 们 取 PC(5, 1) 如 此 之 小 ,使 得 8a(w) 在 P(2, rr) 的 并 包 
”连续 重复 应 用 单 复 变数 的 Cauchy 公式 得 


1 . 
所 (zw) 和 一 一 一 | , 
有 生 (2zrz )™ I= 


| ROLE 
人 pm bon)—? pn Ce i wy) 《em 四 tm) 


| > OF, Ogp = 0. 


0 


一 > Uk kg 《oa 一 btn 一 bn) tm, 
R19 “和 m=0 : - 
其 中 : 

1 . 
ZK， 一 一 一 一 一 一 X 


| 昌 FR 


x) | gplbrt ric, > Pm + yer om) ethi0... etmomdO,.. 40,, s ~ | 
上 面 的 级 数 在 P(2， 7) 中 四 化 , 故 gpLw) 是 尺 的 在 w 二 5 点 邻 域 
中 解析 的 图 数 , 定理 得 证 . | : 


设 w 是 在 一 域 D 解 析 的 图 数 f(z) 的 实 部 , 序 z 一 一 了 (1 十 六 
由 此 可 见 x 适合 偏 微 分 方 程 租 


) 
二 0 Bi 
Ga 十 OA -0， Ox Do _- 0 
OxaOxp ,OyaOyp OxaOyg a BrnOys . 
«B= 1 ,A. | - (1.3.6) 


要 


显然 1(z) 的 基部 2 一 一 0 —f) 杰 肖 全 方程 (1， 3.5), 


有 二 航速 绩 亿 全 分 的 实 : 值 图 数 ux, y) 适合 偏 微分 方 稚 租 
(1.3.5) 者 称 为 B- 庙 和 图 数 (在 x 一 1 时 郎 普通 的 庄 和 图 数 )。 


”反之 , 葵 与 一 域 D 的 B- 调 和 图 数 "是否 存 在 一 '3- 导 和 函数 
v, 使 得 w 十 iz 在 DD 解 析 ? 回答 是 肯定 的 由 线 积分 定义 的 画 数 


v Cx1 ?1 Xs yn) 一 | > (- Sd 十 . 3 io (1.3.7) 


0 a=l1 人 Ja 


便 是 所 求 的 图 数 ， 但 是 要 注意 , "一般 是 非 单 值 画 数 ,除非 刀 是 音 


问 通 的 ( 即 在 DD 中 的 任 一 前 简单 曲 重 能 过 镇 地 在 D 粮 为 一 点 ). -后 


一 新 言 要 借助 Stoke 公式 起 明 ， 这 里 从 略 ， 
有 兴趣 的 是 ， 偏 微分 方程 租 (1.3.5) 的 边界 问题 应 如 何 提 法 ? 


习 知 X= 二 1 时 ， (1.3 .5) 为 Laplace 方程 。 任 一 由 有 限 个 互 不 相交 


的 Jordan 曲线 围 成 的 域 D, 在 边界 上 欠 定 连续 的 边界 值 后 , 恒 存 


”在 唯一 的 在 万 内 调和 的 范 数 , 写 在 边界 上 取 已 输 的 边界 值 。 这 就 


是 所 谓 Dirichlet 问题 之 解 . 这 问题 的 解决 对 实际 应 用 及 保 角 映 
照 问题 有 重大 的 价值 ， 当 # > 1 时 , 狂 定 一 域 DD 的 连 第 边界 值 , 是 


_ 


否 相应 的 存在 唯一 的 .了 - 澜 和 男 数 取 已 欠 的 边界 值 呢 ? 这 问题 一 . 


般 没 有 解 ， 例 如 一 2 时 ,起 (1.3.5) 为 
Gu _ -- 0 ， Ou -一 0， _Om 一 0, 和 (1.3.8) 
Oz v1O21 OzsOz2 OzO21 
在 单位 到 加 和 P, = ts <1, 12| <1} 的 特征 流 形 8, = 人 一 
1， |€,| 一 1} 上 和 给 定 : 连 绑 实 男 数 P(e 62)， 吕 易 见 双 量 Poisson 条 各 


分 国 ” 
/ 1 _ fo (2 工 一 |zal 
(sz | | -一 jz. ， 
1 一 EA Te 1 .7 
Pe se 2) a0! a0, 
| ze 02|? 


”代表 一 画 数 在 P; 中 适合 (1.3.8) 的 首 两 个 方程 ,部 
一 0， 一 0. 0.39) | 


Or.O0F! ” Oz,Oz, 


ss jl 。 


此 画 数 在 P; 的 边界 什 已 经 完全 确定 , 因 如 | 名 | 一 1， 由 单 复 变 效 
的 Poisson 积分 的 边界 性 盾 知 


lim ux 22) = lim 工作 
a 1»> 22 a 元 1 


六 Fx 1 _. , , ， 
位 | 一 2 gene 人 20 40 = 
、 25 .| 


2 ee ， 
Le pe, ei a0, 


2x 


1 一 1 |zl? 


一 了 ez 


. 0 [1 一 26™!92|? 
同样 ;车 | 如 | 一 1， 
2 _ 2 。 - 
Hm uz1, 22) 一 一 工 | 1 一 [oa cei C,) 2 
2 一 上 27x. 0 11 一 zie™ 01|? 


此 外， zx(sai mo) 在 Sa 上 取 已 葵 的 边界 值 , 妇 
lim (1, 22) 一 Pb, 62). 


- 人 下 
5s 一 名 


因由 (zis 四 是 适合 方程 组 (1.3.9) 的 取 已 输 边 界 值 的 唯一 
解 , 因为 凡 在 Pz 适合 往 程 和 (1.3.9) 而 在 边界 上 仍然 束 番 的 男 数 必 ， 
然 在 & 上 取 最 大 与 最 小 值 ,这 可 以 从 普通 的 极 值 原理 知之 ， 
由 上 面 的 事实 得 知 ,适合 方程 租 (1.3.9) 的 画 数 不 能 在 P; 的 边 
界 上 任意 狂 定 连 炉 fq 这 界 值 ， 而 适合 方程 相 (1.3.8) 的 画 数 必 适 合 
方程 租 (1.3.9), 因 之 亦 不 能 在 整个 边界 上 任意 答 定 边界 值 ， 更 其 
之 ,就 是 仅 粉 定 了 特征 流 形 8, 上 的 连续 边界 值 ， 亦 未 必 有 一 在 P， 
适合 (1.3.8) 的 画 数 在 P; 的 边界 连续 , 而 在 8, 上 取 已 给 的 边界 值 .。 一 
” 例如 答 与 & 上 的 束 午 男 数 615, 十 562 如 果 (1.3.8) 有 一 解 x(z， z 
_ 2) 取 已 葵 的 边界 值 ,出 必 通 合 (1 3.9) ,而 (1.3.9) 的 解 是 唯一 的 ， 
序 敢 须 


zz1， 22) 一 3182 十 F122, 
但 显 昂 5 一 1 天 0. 并 盾 . : 
: 偏 微 分 方程 租 (1.3.6) 的 研究 ,不 仅 对 于 画 数 戎 而 且 对 于 候 微 
”分 方程 的 理 芥 而 言 也 是 十 分 有 意义 的 . 渤 仿 还 只 有 很 少 的 结果 . 
有 人 首先 知 请 具有 特征 波形 的 域 ， A 完 在 特征 流 形 . 上 答 定 连 炉 


s 2 * 


边界 值 后 ， 省 淮 的 解 的 假 微 分 方 种 关于 这 方面 的 工作 可 参 史 
SS, Bergmann[ 3] ， 华 罗 虚 与 陆羽 外 [2]}. 


$ 1.4. 两 个 复 变数 的 Hartogs 定理 . 本 节 仅 考虑 两 个 复 变 


数 %， w 的 情况 . 
定理 1.4.1. (Hartogs 定理 )， 疼 数 Ca, zw ) 在 双 圆柱 P 二 一 
{1z| 过 +r, |w| < 了) 中 定义 ， 车 对 每 一 ao(|zo|l <r)， 帮 xz，my 是 


wv 的 在 |w| < 解析 的 男 数 ,对 每 一 wo(C|lzo|l 过 5), f(z,wo) 是 z 


的 在 | z | < > 解析 的 画 数 ， 旭 f(z, w) 是 两 个 复 变数 >y w 的 解 
析 醒 数 ， 四 | / 

注意 , 如 果 假 设 1(z, w) 是 x 与 w 的 连 纺 丽 数 , 则 应 用 双 图 柱 
的 Cauchy 公式 ,立刻 得 岂 定 理 (参半 定理 1.3.2 证 朋 之 未 )， 此 定 


理 之 困难 在 于 从 定理 的 假 屋 仅 能 得 知 , 当 必 固定 时 , 12; co) 是 2 
的 连 炽 图 数 ， 当 z 固定 时 是 w 的 连续 图 数 、 而 从 精 葵 却 可 推出 
fz w) 是 屎 的 于 向 而 数 ， 当 种 困难 在 单 复 变数 男 数 答 中 是 不 


会 辜 到 的 。 ~ 

: 此 定理 的 灵 明 分 三 个 步 又 进行 , 即 下 面 的 三 个 定理 : 

”定理 1.4.2， 者 双 园 柱 5 一 {lz| < r，|w|l <s} 中 的 而 数 
f(x, w) 当 zx 固定 时 是 ww 的 解析 丽 数 ， 当 w 固定 时 是 x 的 解析 夯 
数 ， 此 外 f(z, w) 有 界 ， 朗 在 P 中 |f(z, w)| <M(M 是 一 正常 
数 )， 如 fz,w) 是 z 与 的 在 P 中 解析 的 图 数 . 

”让 。 根据 假设 ,对 固定 的 xz(jz| 过 7), f(x,w) 是 w 的 |w| < 
: 解析 的 夯 数 ， 因此 2 反 各 仍 在 |w| < :解析 我 们 基于 


/ te 3 人 zf 9) 对 每 一 国定 的 w( |w| < 9， 是 > 的 在 zj < 解析 的 
加 六 实际 上 ， 对 任 一 点 bz| < s)， 我 们 有 一 开 轩 .Co: |w 一 


2 | < ws <s— 161), 使 得 说 ww € Go) 为 参数 时 ， 醒 数 族 


Hz» w) 一 人 2 和 fe 2) z .4.1) 


La 


是 z 的 在 |z | 二 解析 的 国 数 六 并且 至 有 田 ， 因为 当 * 固定 时 ， 


上 趟 显然 大 比 的 在 Cs 解析 的 图 数 ， 应 用 极 大 异 原 理 


® 13 。 


| 四 一 Ke 人 |< sm so- fas 1。 2 


tw 6b zx 一 车 一 人 5 Ct 


上 用 表示 大 区 族 (1417 记 “正规 族 ” 攻 要 和 


f(z, w) — fle, 6) = [a20] / 


， bp iw 一 pb Osv ,一 
仍 在 |z | 二 中 解 祈 . 由 于 5 可 以 是 |w| < * 中 任 一 点 ， 故 得 所 
证 ， z 
视 z(|z| 一 y) 为 参数 ，fCz, w) 是 忆 的 在 |w| 二 :解析 的 而 
数 族 , 并 且 是 局 部 一 致 有 界 的 , 因此 Ce 也 是 必 的 局 部 一 至 


有 办 的 画 数 族 D， 于 是 重复 应 用 上 面 的 方法 , 知 人 4 对 每 一 
固定 的 wll|w| << 7r) 是 x 的 在 | > | < 一 > 垦 析 的 国 笋 ， 而 将 = 


cl: | < 看 作 套数 对， 391%》 是 w 的 |w| 二 ;解析 的 局 部 一 


致 有 界 的 画 数 族 和 如 此 灯 纺 ， 可 和 ads 各 | {<7, wl<s 


中 当 z 固定 时 是 zw 的 解析 图 数 ， a w 加 居中 z 的 解析 疼 数 (二 
1,2,………). 


条 于 每 -固定 的 z(lz| < Co 在 lel < sa 性 


需 级 数 
fCz, w) = folz) T+ fw t+ +t fl) ew t+ + (1.4.2) 
据 上 面 的 证 明 ， 此 入 数 的 素数 
fi (2) 一 站 1 [2 | 


z . sw 

是 |z| < “中 解 钙 的 而 

应 用 公式 (1.2.4), 可 得 当 lw[ < 时 
| 大 Cs) “| < M. 

又 在 | | 二 中 ,f(z) 可 有 展 式 


fr(z2) 一 三 1k 3 


1) 如 果 让 者 对 单 复 变 数 解 牢 丙 数 的 正规 斤 理 液 不够 熟识 ， 可 先 参 于 后 面 的 51.8. 


。14。. i 


HH， 


因 之 在 P 中 有 
[een |<M. 


-由 此 可 网 ， 对 任 一 正 数 0， 0 一 0 一 1， 在 表 双 国 柱 |。 | < 0r， 
.1w| 志 060; 中 


oD 


Dest < MO NM 
1, k=0 LkR=0 | 《 


此 乃 宕 示 f(z, w) 在 P 中 是 *，zw 的 解析 融 数 ， 定 理 证 明 . 
定理 1.4.3。 车 1(z, zw) 在 双 贺 柱 P 一 {jz| 二 zr; Iwi 一 
中 当 x 固定 时 是 必 的 解析 画 数 , 当 w 固 定时 是 x 的 解析 商 数 , 则 任 
与 正 数 p 一 *, 在 ww 平面 的 因 : 
lw| =p 


中 必 有 一 点 4 的 邻 域 


lw—al<p, lal +p<p 


使 得 f(x， ww) 在 |z | = zs Iw 一 a| < p! 是 有 界 的 ， 其 中 yx 是 小 


于 7 的 任意 正 数 . 
不， 任 取 一 正 孝 ?1 <， 谷 
Pw) 一 ia [f(z, w)|, 


“这 对 每 一 在 fw < p 是 一 有 限 的 非 负 数 ， 又 命 N 下 lol <p 
， “中 的 点 使 得 uCw) 二 者 所 租 成 的 点 集 ( 一 1， 2， …). 我 们 


断 首 , ， 必 有 一 包含 于 |w| 一 p 的 非 空 开 集 G 及 一 正 整 数 色 , 使 得 


_Nw 在 G 是 到 处 稠密 的 ， 如 者 不 然 ,在 |w| < p 中 必 有 一 半圆 C1， 


其 中 不 包含 Yi 的 点 ， 在 C1 中 又 有 二 并 加 5, 其 中 不 包含 的 
点 ,如 此 炎 续 , 我们 有 一 串 在 el 二 p 中 的 开国 


C1D CO. ID CD, 


”每 - 5 术 包 含 Ni 的 点 。 但 所 有 C。 之 交 是 一共 的 半点 全 即 


“最 少 有 一 点 属于 所 有 oe 但 车 有 一 点 w Cx (RR 一 1 2 


则 的 oo RR=1, 2 ). 此 乃 表 示 p(ww) 不 是 有 限 的 ， 也 
个 是 负数 ， 政 盾 ， 因 此 有 正 整 数 如 及 有 一 1ol 二 p 中 的 开 集 


lw—al<p, lal+p< op, 
A 


”使 得 N;, 在 其 中 是 到 处 稠密 的 ， 
由 此 知 ， 当 w ENi; |z| 各 言 有 
[fCz, ew ) | < ho, 
由 于 大 xz, w) 对 w 是 连续 的 ,此 不 等 式 在 
|z| 二 171， lew a < ni 


仍然 成 立 , 定 理 证 明 . ” 
最 后 我 们 证 明 
定理 1.4.4.“ 设 f(z, w) 在 双 辕 柱 
[zl 7 wl < iw) (1.4.3) 
， 中 当 z 国定 时 是 性 的 解析 国 数 ， 当 w 固定 时 是 x 的 解析 图 数 . 渤 
”和 姑 , 设 在 一 
a 7 dl ji (ol 一 ao | (1.4.4) 


中 (Cz; ww)| 过 MM; 则 对 任 一 在 | 四 | 与 | 加 之 病 的 wz| 及 任 一 
正 娄 < |) 在 ; 
| zx | < 71》 [zw | < | 

有 界 Cwo, wi， 。 车 为 非 直 的 复 党 狐 ) 
证 fx,w) 对 ww 在 |w| 声 | 中 可 展 为 “ 
fs tw) = f(z) 十 万 (sm 十 十 户 (s)x 十 
其 中 所 (z) 由 定理 1 “4.2 的 证 明 可 知 ， 在 |z| 一 + 是 解析 的 . 外 假 


设 知 ' 
: Ee |<| 生 | . | (C1.4.5) 
我 们 娶 翘 明 , 任 答 正 数 。, 有 一 正 数 M。, 使 得 下 面 不 等 式 : 
Ce (2 Me, v= 0, ,2 .4.6 
| ) (e) 一 v=0 : Ul 4.6) 


”成 立 , | 
”如 果 所 (xz) = 0， 上 式 是 显然 的 。 我 个 只 须 考 虑 户 (z)] 不 司 为 
” 禾 的 情形 。 我 们 取 一 正 数 7; 介 平 71 与 + 之 于 ,使 所 有 不 恒 等 于 走 
的 所 (z) 在 轿 周 ijz| 一 7 上 没有 零点 ， 这 是 可 能 的 , 因为 所 有 这 
夫 (z) 在 iz| 一 > 最 多 有 可 数 多 个 零点 


e。 16 。 


合 忆 是 1z|=r,. 上 的 点 集 ,使 得 (1.4.5) 之 左边 大 于 1 者 ， 这 
是 园 弧 上 的 开 集 。 任 与 和 点 《|w| 一 7)， 必 有 一 正 数 由， 当 
p> zs 时 ,| 所 (zo)wv2 | <M， 因 之 zo¢ Po， 命 9, 二 P,Poni 十 *… 

则 所 有 Ov 的 交集 9 是 空 的 ， 视 所 笑 灾 到 中 类 知 的 证 


4 .lmimes 9, 一 mesg 一 0， 
其 中 mes 0, 表 上 0， 的 Lebesque 测度 ， 由 此 可 网 
lim mes Pv, 一 0. (1.4.7) 
现在 命 : z 
hpe®) = / 1 log £0) | + log ils, (14.8) 


其 中 .x 一 pew?， 宅 在 1。 | 二 六 中 除了 大 (的 雳 点 外 是 调和 的 ,而 
在 | > < 一 F2 中 f(z2) 最 多 有 有 限 个 圭 点 2 ， “”” ”3 人 用 (2 和 7 和 容许 相 
同 )， 因此 画 数 ， 、 


| 1 7) 
jCpe 2) -一 ”了 > log > | 所 一 < 一 


了 和 2 。 phy 
在 整个 |z| 二 mm 中 调和 ,而 与 和 名 有 相同 的 边界 值 ， 
”我 们 用 Poisson 积分 在 图 |z| 二 7， 内 作 一 非 负 的 调和 图 数 _ 


‘gu,(pe’), 由 在 圆周 的 加 弛 P,. 上 等 于 log | 空 ,而 在 图 周 的 其 他 点 
为 雾 者 所 租 成 根据 (1.4.5) 与 Ps 的 定义 ， 在 |z| 二 +, 上 的 点 有 


pe's — bb) 


Cpe) 一 = > log "3 和 8(pei)， Ci. 4.9) 
“ i=1 


?2 一 Bo . 
面 根据 调和 画 数 的 极 值 原理 知 , 此 不 等 式 在 国 四 二 内 亦 成 
由 于 
ge _ pb 


(pe') < 甩 《pe 人) 一 -一 1 吕 log | 
_ 也 fz1 2 一 er 


1) 例如 网 Carathkodory [1], 4 265, 定理 9， 


- 


gr ea -一 上 工 人 ren 有 dy < 
2 3 一 2riyy eos CO—J) tr 


1L_ 2 , 
< 1 。 | g(re'r) dy 一 - 


2 f2 ~ Fd 


_ TF2 十 7 . ines PP, lo tw | 加 
-一 一 |， 
rr2— ?1 2r . w, | 


因而 从 (1.4. 0) 得 


十 了 mes P 
hlrie 6) 2 1. MS 10pg 


由 上 趟 及 (1.4.7),C1.4.8) 知 , 任 与 es > 0, 可取» 充分 大 ,全 得 


i0: | 
+ fr (rie’’) ] 二 log |zwo| < 8，, 
了 MM : 


wo 


2 


此 即 . z 
、 |r(z) (2) ] <M 
在 = 一 mc? 时 成 立 . 根据 极 大 模 原理 ,此 不 等 式 在 |z| < v1 亦 成 . 
立 ， 因 此 存在 正 数 Ms, 使 (1.4.6) 成 立 ， 可 
对 已 与 的 |wz| < | wo| ,我们 可 取 es 充分 小 ,使 得 


< ， 
由 此 易 知 四 

| > Ce < 一 一 二 一. 

人 


此 乃 表示 f(x， ) 在 |z | 一 mm |w| < lw,l 有 界 . 定理 恋 明 ， 
现在 利用 以 上 三 个 定理 证 明定 理 1.4.1. i 
，” 任 取 正 数 ri < * 及 充分 小 的 正 数 2(< 人 ,根据 定理 143， 有 
一 令 域 
lz[<rn, lw mal<p, (alt+p< po) 
|fC(z, wv)| 在 其 中 是 有 和 界 的 ， 因 之 据 定 理 1.4.4，|j(z, wv)| 在 


18 。 


[2| < 、 za 一 ea < 一 21c| 

(注意 是 充分 小 ) 是 有 界 的 又 据 定 更 1.4:2， fz, 2 在 此 双 图 
柱 是 解析 的 ， 故 Hz，w) 在 : 
| | 一 lo < 一 3lal 四 
. 是 解析 的 ， 我 们 取 p 任意 之 小 ( 即 |4| 任 意 之 小 ), 因 之 从 xz, w) 在 
1s| < ma |w| 过 :是 解析 的 。 但 7 可 以 任意 的 接近 而 少 可 
任意 接近 +。 定理 1.4.1 完全 诈 明 . 

$ 1.5. Pm 个 复 变 数 的 Hartogs 定理 . 

定理 1.5.1， 若 /(z),z = 二 (x1，、'……, x4) 在 多 圆柱 z 

Pa = {a a) < ea 7} 
中 定义 ， 且 当 z1，…，zk-1，2zkr1，"*，z4 固定 时 是 zi 的 在 
jz4 一 a4| 二 ra 解 析 的 画 数 (多 二 1, ;2)， 则 f(x) 是 7 个 复 
变数 z 一 (zz1，,，……, zs) 的 在 PC(a, +) 解析 的 画 数 ， z 

证 。 我 们 不 妨 假 定 4 二 0( 郎 @1 一 .… 二 a 一 0)， 应 用 归 
绩 法 , 假设 定理 在 一 1 个 复 变数 时 为 沪 . 与 证 明黄 个 复 变数 的 
情形 一 样 ,我 个 分 三 个 步 又 进行 : 

GD 如 果 f(z) 在 PCr) 一 P(0,7) 中 解析 且 Ka 二 MM, 则 
f(z) 在 P(r) 解析 . 

实际 上 , 由 归 炳 法 假发 Co gay 2) 是 4 一 | 个 复 变数 四 
zs， …, zn 的 在 多 图 柱 Po(r) 一 《| 一 m [zl 二 ro} 解 
析 的 国 效 ,因此 可 展 为 螺 组 玫 


Lr] 


f(z2) 一 之 fae) 2 2 a. 5. 1) 
[al < ri 下 的 区 因此 在 其 中 有 展 式 


m fo Ca) 一 3 Cube 7 9 


vi=D0 


并 且 


[ave wal oy? | < M. 


疏 f(x) 在 P(r) 是 解析 的 ， 
(ii) 如果 f(z) 在 P(r) 对 每 一 个 亚 数 解析 ， 则 必 有 一 包含 于 
其 中 的 开 集 [a 过 ,|x 一 5s| 二 pz,… ,|z4 一 5s| 过 ps, 使 
f(z) 在 其 中 有 界 , x; 是 任意 小 于 71 的 正 数 ， : 
我 们 命 | 
“L229, Fa) = sup Ten z2, "**, Zn) |. 


Lz1l=r? 
如 定理 1.4.3 一 样 的 证 朋 ， 在 POCx) 中 必 有 一 正 整 数 和 及 一 包 合 
于 了 的 非 空 开 和 集 C， 使 得 当 | zi| < 及 (ea ” zx») EG 时 ， 


Ga 我 们 不 妨 假定 + 二 … 二 7; 一 %， 现 在 证 上 明 : 车 在 P(r) 


的 队 包 中 f(z) 对 每 一 个 变数 解析 ,并 有 一 正 数 44 二 使 |f(z) | 在 

z [zl < 7, [zl < a 3 | >。| = wm (1.5.2) 
有 界 ， 姑 对 任 一 介 乎 $1 与 5 之 间 的 正 数 s 及 任 一 rm < 一 mi |fCz)| 
在 / 


[2 | < ro, EA "9, zx, 到， 【《1.5.3) 
实际 上 ,由 (1.5.1) 及 (1.2.4) 可 知 , 当 |z| 一 立时 有 
记 -wn CTL) seas (名 ) a (1. 5 4) 
lM gy z .. 


取 + 介 溯 ?0 与 ri 之 阅 ， 使 得 在 ja| 一 > 上 凡 不 恒 等 于 霉 的 
jx 人 zz) 是 没有 夫 点 的 ， 命 Pu 表 |zi| 一 + 上 的 图 缴 , 其 中 的 
点 使 上 式 左边 大 于 1 者 。 如 定理 1.4. 4 一 样 的 证 月 ， 任 与 8 > 0， 
最 多 有 有 限 个 P, .ws 适合 
~ mes Pyywn > 6 
-如果 所. wa 不 恒 为 臂 , 则 命 
1 

其 中 zz = pe 这 就 是 在 jz 二 ” 中 最 多 除了 有 限 多 个 点 外 是 

” 讽 和 和 的。 我们 借助 Poisson 积分 作 一 调和 画 数 ga 在 Pv.wn .上 


s 20 * 


fi0 
vwnC DE ) 一 log ftpe | 十 log so， 


取 值 log fg, 而 在 [zl = 一 人 的 其他 部 分 为 等 。 如 是 当 Vs Dn . 


”到 分 大 时 


至 于 其 余 的 证 明 , 祥 者 可 仿 上 节 之 证 明 不 难 完成 之 . 
由 Hartogs 定理 可 得 出 
定理 1.5.2。 车 f(z) 是 在 cr* 的 一 域 刀 定 义 的 男 数 ,对 每 一 点 
4a€D, f(z) 在 一 包含 于 忆 的 邻 域 Pla， 7) 中 对 每 一 个 变数 是 解析 
的 , 旭 f(z) 在 苞 解 析 ， 
- 由 此 定理 可 见 ,在 域 万 中 解析 的 画 数 f(z) 能 定义 为 在 D 中 每 
-点 俩 导数 下，……， 人 存在 的 图 数 


$ 1.6. 可 除去 的 疝 异 点 | 

定理 1.6.1。 发 f(z) 是 在 空间 Cc” 的 域 D 解析 且 不 恒 等 于 雳 
的 画 数 ， 命 D 中 使 /(z) = 0 的 点 z 所 成 的 集 为 B， 洪 g(z) 在 

“_DD 一 瑟 中 解析 并 有 界 , 则 g(z) 在 整个 域 刀 是 解析 的 2. 


证 .。 (GD 我 们 先 证 f(z) 二 & 而 D=PC)={|a| < 


|z| 过 7} 的 特殊 情况 ，&g 


取 正 数 ” 一 1 耐 命 
4 一 起 | CD za sn) ee， 
ZX Ts 一 61 一 31 
这 是 在 
[2 | 一 7 » | z, | < 732， 0 | > 一 7， 


中 解析 的 酚 数 ， 洲 > 一 《过 ”” ”9 以 ) 是 上 面 多 轩 柱 中 的 点 ， 其 中 
| 四 | 一 天 0 浇 ， 则 对 任 一 正 数 了 < 有 


fy) ~_-- 本 A 2 “““， sae, — 
ZX Ieil=r el 一 1 
| gC1, Z2) ,Zn) 2 
27rz le1l=7 C1 一 1 


rr te 


1) 站 格 的 襄 ， 8C3) 可 解析 展 拓 至 整个 城 忆 ， 


® 21 。 


By Cre10) < 二 8, (1.5.6) 


.不 


由 假设 [gz) -二 M, 有 


[4C2) — g(2)| 5 一 二 | &CEb xz， 0 


1e1!=» C1 1 


一 M (因为 161 一 | 之 p 一 7). 
2 7 


”由 于 了 可 以 任意 小 , 故 得 
hz) = g(z), 
此 用 表示 g(z) 在 PCr) 解析 
(ii) 现 证 f(z) 三 % 而 DD 是 任意 域 的 情况 ， 在 EE 的 每 一 点 a 
取 一 多 园 柱 P(a, +) 包含 于 D 中 者 ;f(z) 在 P(a,7) 必 不 恒 等 于 
寺 ， 否 则 根据 定理 1.2.2， 宅 在 整个 域 D 为 雳 。 这 与 假设 是 不 符 

的 . . 
g(x) 在 Pla, r) 中 除了 f(z) = 0 的 = 点 粗 成 的 集 ,外 是 解 
。 析 的 并 且 是 有 界 的 ,因而 从 ( 可知 , g(2) 在 a 点 亦 解 析 ， 由 于 “ 
、 可 以 是 E 中 任 一 点 , g(x) 在 刀 解 析 . : 
(i) 最 后 本 一 般 的 情况 ， 命 .局 为 互 的 子 集 ， 由 3 
《wx 一 1，'…,n) 中 有 一 不 为 老 的 < 点 组 成 者 车 6 丽 , 不 妨 假定 
[ee2| - 到 0， 则 我 们 有 包含 于 D 的 a 点 的 连通 邻 域 U(e) 使 、 

i LE z 

得 变换 | 0 \ 
| (1.6.1) 
把 UCe) 一 一 地 上 映 为 sx 二 (x? ，…, 发 ) 实 间 的 z* 一 0 点 的 一 邻 、， 
域 U* (定理 1.3.2), 亦 邹 在 此 邻 域 有 (1.6.1) 的 逆 变 换 

sl 一 再 (2 ), 2, 一 z¥ 十 dzy 一 ga 十 an。 
命 四 
& Cs ] 一 gp(Czx)，s 十 ca sa) 

这 是 在 D* 中 除了 z* 二 0 的 点 集 外 是 解析 的 并 有 生 有 界 的 ， 据 (i) 
知 g*(z*) 在 整个 邻 域 U* 解析 ， 因 而 g(x) 在 整个 邻 域 U(4) 解 
. 析 。 这 证 朋 了 g(z) 在 任 一 点 a€ EB 解析, 


‘» 22 。， 


命 互 代 表 互 中 的 点 集 由 适合 


f(z ) =0, 2 - 0 0 


i (e , B 一 1，.…,#) 最 少 有 一 不 为 需 的 z 点 组成 。 发. 
站 ， 


se E,, 而 有 一 对 固定 的 正 整 数 w&， 8B( 过 四 使 | 1(2) | 


z Oz :ze 
”我 们 有 a 的 充分 小 邻 域 使 得 变换 。 
EA = 1 al， “””? zx&_1 二 Za- 一 Ga-15 ga = 一 8f(z) ， 
Bzs“ 
Zutl atl ”CaA+ly "“'y a = Hn Gn (1.6.2) 


把 此 令 域 一 一 地 上 映 为 s* 鹤 间 s* 二 0 的 一 邻 域 ， 工 且 道 变换 
21 一 好 十 ad， ，ga-i 一 xl 十 4a+1? Sa -一 有 (Cs )， . 


1 Zatl 一 2 datly ao LH a 


是 解析 的 . 由 于 五 的 点 包含 于 适合 方程 


0f(z) 一 0 
Ozp .| 

的 z 点 集中 ， 而 此 点 集 在 的 这 分 小 人 起 中 的 点 权 变 换 (1 6.2) 映 

入 2z * 空间 适合 


2* 一 人 0 ~ 


“的 点 集 ， 这 就 可 以 如 上 面 一 样 证 明 男 数 


gz) 一 8 十 aa 


在 x* = 三 0 点 是 解析 的 ,和 铀 之 g(z) 在 z = a 点 解析 . 
如 此 闪 续 , 命 Ev = 二 1,2,:…) 表 EE 中 的 子 焦 ,由 泛 合 
i f(z) 一 0， Se . 一 0， 0; Di 十 i 十 DD 


而 OT"trnf( 2) 


Dv 人 二 最 少 有 一 不 为 等 的 z 
S11 ”。 它 好 将 “ 


点 组 成 ， 应 用 上 面 的 方法 ， 同 样 可 以 证 明 g(s) 在 互 的 点 是 解 _ 


ea 23 。 


析 的 ， 

如 果 我 们 能 证 明 下 一 而 十 囊 十 :… 十 吾 十 …'， 则 定理 便 
证 明了 .实际 上 , 如 <6E 巨 , 由 于 f(z) 在 DD 中 不 恒 等 于 走 , 便 知 

| Di 二 :十 yp» 一 0， '» 2,: 

， 最 少 有 一 不 为 老 , 否则 据 (1.1.2) 知 ， j(z) 在 “点 的 震级 数 展 式 为 
圭 , 因而 在 整个 刀 域 悚 等 于 雪 ( 定 理 1.2.2)， 这 与 假设 矛 后. 故 4 
必 属 于 其 一 E,， 定 理 证 朋 . : 
定理 16.2， 避 pa ay oa oa 在 一 
域 D 中 和 解析， 其 图 数 行 刘 式 的 s( < 7) 险 子 行列 式 有 一 不 恒 等 于 
雾 ,而 所 有 大 和 手 * 阶 的 子 行 烈 式 此 悟 等 于 雳 , 则 对 万 中 的 任 一 点 
使 得 有 一 * 阶 子 行列 式 在 < “点 不 为 熙 者 ， 必 有 一 邻 域 0(4), 使 得 
pa(z) 在 UCa) 中 适合 一 画 数 关系 
四 J PI), 9o(z)) = :0， 
其 中 g(rs wo) 是 在 只 一 Ia， oa 让 的 人 
域 VC(5) 中 解析 的 不 恒 等 于 零 的 酚 数 ， 

证 . 如 果 。 一 0。 则 所 有 9。 此 是 常数 ,定理 是 显然 的 

如 果 * > 0, 不 妨 假 定 | de Oe] £0. 


Sls ""*), 2s) 5 一 如 


根据 定理 1.3.2 知 ,方程 组 

z wa = paws 7) a) 1, 
”的 首 s 个 方程 有 一 解 | 

zj = pop say ls 


此 解 在 ws 0， so ob ass 的 空间 中 xsl 一 carst xn 一 
tn Wl 一 2 200 点 的 一 邻 城 LC 
bs) 解析 ， 设 此 邻 域 为 : 
[gon — gor 一 5， "， | z， 一 an| 6, 
Jw — 6 < 6, 四 ,Nl 


8 2 下 


紫外 v4 一 ei Gt1s "ys Gry bi “**， bs), i 1,， "5, 


由 此 可 见 , 对 任 一 包含 于 刀 的 多 圆柱 
[zi—al 8 ,|zn 一 aa| < s， 
我 们 可 取 3 充分 之 小 ,使 得 (zc so ma) Vi 时 
ma 一 al 一 ee 有一 < 
我 们 以 gj 二 pg (7 二 1 一 5) 代入 win 二 Ps+1(z) 中 ,可 得 
oo 一 Cs a WW 0 
其 中 : z 


Pi 二 PeriC i, “, pes, Ztly  " ", Zn) 
是 Vi 中 解析 的 画 数 . : 1 
rp 不 包含 Sot1ly ”9 各 9 因为 当 之 3 十 1 和 ， 由 计算 可 知 


Op — Go 十 和 Opsr1 Bp 
: mca ， 
Ogi Ox, j=1 Oz; . Oz 


sp Cp, Pe) 
det ee i /ee ot ee := 0 
册 z 
pws tn) = 0541 一 四 入 ro， to ， 
这 显然 是 在 V (2); | | 
I bl < 0, ，| xz — bl =O 
解析 的 国 数 ,并 且 当 ,ww 独立 变化 时 不 本 等 于 夫 但 当 yz 
在 4 的 充分 小 邻 域 U(4) 中 使 得 
| {malz) — bal < 6, ga 二 11， 
时 | _ 
Gpils), + Paz)) = 0 
定理 刘 明 ， 四 
注意 : (i 上 面 的 证明 包含 了 : 当 xsEU(z) 时 ,映照 wu = 
?pvkz) 《8 一 1 2) 的 象 点 落 在 了 (2) 中 ， 


- 四 ，25。， 


Gi) 上 面 的 定理 包含 了 : 如 果 ws(z) (a 二 1,.:.,n) 在 D 


”中 解析 ， 其 图 数 行列 式 : 恢 等 于 雳 ， 旭 在 卫 中 必 有 一 点 4 的 邻 域 


D(a), 使 得 在 其 中 有 一 图 数 关 系 C9i(z)，…, p(s)) 三 0, 而 
(wi、 zw 是 在 点 (bs 二 pa(4a)) 的 邻 域 P(2) 解析 ， 但 
不 恒 等 于 零 的 画 数 ， 并 且 当 z €U(4) 时 , w 点 (ws 一 Belz)) 莫 
.在 VC6) 中 . 
定理 1.6.3。 如 果 yg(z1,:…, za) 在 一 域 D 中 解析 且 非 常数 ， 
基 映 照 w 一 J(zy，*…*; zs) 在 双 平 面 的 万 的 象 点 集合 Di 是 一 域 . 
证 ， 我 们 先 证 Di 是 一 开 集 ， 这 只 要 证 任 一 点 a€ D 的 象 点 
4 一 pCa), 必 有 一 开 集 U1(2) CC Di. / 
我 们 可 选取 适当 的 坐标 使 得 4 二 0 及 1 0， 由 于 yg(z) 不 
是 常数 ,我 们 可 在 原点 的 邻 域 上 中 展开 (zx), 订 其 为 
pz) 一 PtCs) 十 Pren(s) 十 kh>1 
其 中 Pn(z) 是 和 …，sn 的 m 次 齐 次 多 项 式 而 Pal) 法 0。 于 
是 在 U 中 最 少 有 一 点 5 一 (2 …，bo) (4 关 0) 使 PtC2) 尖 0. 
我 们 可 作 一 如 下 形式 的 非 异 线 性 变换 了: 
1 一 Digr 十 .， “nn 一 如 zw 十 “，，， 
把 也 一 一 地 映 为 7” ,大 使 得 
Pi(z) 一 Pb) + 
合 ” . 
J 2) ys(z*)) 一 POY + … , PaCb) 头 0. 
由 此 可 郧 z : 


z Dz* aa 9 “Ss 0) -一 0. 


| 因此 有 一 邻 域 0*.1: 
| 22 | 一 8， | zt | < 8 
使 得 在 其 中 任 一 ed “a “) 有 


0 
各 攻 不 入 , 必 有 一 让 (cz ，. .itso) > (0,.……, 0), 使 得 


. 26 二 


5 pa, 4 “gs ax(")) 圭 0， 
1 , 


于 是 由 全 的 连 各 性 知 : ~ 
i z 


VC, 0 :"*"*, 0) 一 


5 


一 im 0 J*(zr, a + gs) = 0. 
vm Os ? 


矛盾 ; 因此 我 们 臣 明 了 : 对 95_， 中 任 一 固定 的 点 ( 邓 ，……， 2 )， 
J 对 来 说 不 是 常数 | 
我 们 取 。 充分 小 ,使 得 邻 域 0*: 
|zr| <e, la2| < ee, |z2|<e z 
包含 于 U* 中 。 应 用 单 复 变数 丽 数 蕉 的 内 点 定理 知 , 当 x，…， 
国定 在 0%- 1 中 时 ， 映照 ww 一 中 (2 9 22 ， 0 2 ) 把 圆 EE < S 
映 为 w 平 面 的 一 一 开 集 U 吕 .… 中， 命 : : 


7 一 >,. Us ..., xz 站 9， 
(a, ER 4 
此 部 02 对 映照 ws 一 J*(z*) 的 在 ww 平面 的 象 点 集合 ,显然 , 仍 是 “ 
% 平 面 的 开 集 。 由 于 9 多 映照 映 入 UU 内 ,而 
tw 一 J*(z*) 一 一 (zw*)), 
页 蒜 包含 在 口 的 对 映照 zw 二 J(z) 的 象 点 集合 中 ， 因而 包含 于 
Di 中 。 所 以 D, 是 开 集 . 
其 次 证 明 Di 是 连通 的 . 任 丙 点 a, BE D1, 最 少 分 别 有 一 原 
集 点 a， 2€D, 即 a 一 (4),B 一 (5)， 由 于 4 与 5 可 在 城中 
以 一 曲线 mm 一 zy(f) (2 天 1 ,4; 0 志 t 所 w) 相 联 , 因 之 a 与 B 
点 亦 能 以 一 在 D， 中 的 曲 矿 w 一 gs) 相 联 , 定理 证 明 ， 
定理 1.6.4. 设 :n 到 7 解析 映照 了 ， 
Wl 一 pi(zt “**, zz) ， "*， tn =— pn(zi, “1 Zn) 
”把 实则 c" 的 一 域 p - 掀 入 实 交 C” 的 一 域 D* 内 。 也 的 象 点 
集合 命 之 为 B*. 车 gC《w) 一 g(wi，-…, wm) 在 D* -- E* 中 解析 
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荐 有 界 , 旭 gCw) 在 整个 D* 中 解析 . 

证 。 (iD 先 考 虑 > 一 1 的 情形 . 如 果 Pi(z1) 一 51 一 膏 数 ， 
项 DD 对 变换 工 的 象 点 5* 包含 于 D* 中 的 wi 一 ci 点 集中 ，g(w) 
在 D* 中 最 多 除法 由 一 ct 一 0 的 点 外 是 解析 的 苦 且 |g(w)| 委 MM， 
因 之 在 D* 解析. 

如 果 PCm) 非常 数 ， 而 wkD. 命 

一 Pia) ,am 一 一 9n(CeD， 
划 a*# 一 Cops ee a%) 6E E*， 我 们 可 设 
、 wi 一 中 一 ix 一 人 (ci 一 
-一 — 人 (2 一 | 十 Mg 一 41) 十 上， 
其 中 X 关 0 而 为 正 整 数 , 则 当 | xm 一 ef | 充分 小 时 ,有 


zi = a pa — et + pl — er)* + “""*, Ai 天 0, 
此 乃 表 示 工 之 递 映 照 是 连 种 的， 玉 朗 了 是 一 个 把 DD 上 映 为 8* 的 折 


提 喘 照 。 由于 < 去 0， | 在 万 中 最 多 有 可 数 多 个 孤立 
“0 - ， 


的 零点 (oj ,对 任 一 m€D 二 {si0}, 有 | -22 29| #0， 


SF1— Al 


因 玫 从 Wl 一 P11) 在 Ul 的 邻 域 中 可 解 于 ZI il), 这 是 在 
zl 一 ar 的 wl 平面 的 邻 域 中 解析 的 画 数 ， 莽 且 al 一 pCar ). 以 之 
代入 Pie … ,Pm(2z1) 《注意 mr >> 1), 我 们 有 
一 Pa fiwi)) 一 0,… wm 一 Pm bil1wi)) 一 0. 
此 乃 表 未 在 太一 (地 qs) 的 充分 小 邻 域 U*(a*) 中 ,EE* 的 
点 是 由 适合 上 面 的 方程 的 w 点 定义 ， 但 在 此 邻 域 E* 的 万 ， 显然 
的 包含 于 适合 下 面 方程 的 wv 点 集中 : 
， 一 pa 加 CwD)》 一 0, 四 1. 6. .3) 
g(w) 在 U*(a*) 的 最 多 除了 出 (1.6.3) 定义 的 点 集 外 解析 并 且 其 


”、 狠 对 值 < M, 因 之 g(w) 在 U*(a*) 中 解析 ,其 稳 对 值 在 此 邻 域 中 


亦 < M (定理 1.6.1). z 
”由 于 a 可 以 是 刀 一 {of0} 的 任 一 点 ， 故 我 们 证 明了 g(w) 在 
D* 中 除了 a 办 的 象 点 a* 中 一 7 了 a 办 外 是 解析 的 ,并 且 稳 对 值 <M. 
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由 于 是 映 DD 为 Be 的 拓扑 英 照 ,xz 多 为 厂 的 狐 立 点 , a* 人 | 也 是 
E* 的, 亦 即 D* 的 斧 立 点 。 换 首 之 , 任 一 a* 中 有 一 令 域 U*(a* 罗 ) ， 
C D* 不 包含 其 他 的 ax 点 。 在 此 邻 域 中 , g(w) 除去 o* 咏 外 解 
析 并 有 异 , 因 之 在 整个 U*Ca*9) 解析 ， 这 就 起 明了 gw7 在 整个 
D* 中 解析 ， 
Qi) 应 用 归 生 法 , 我 们 假 谭 定 更 在 (Xk 一 1) - 个 (1 一 和 过 站 

复 变 数 时 态 立 ， 现 在 要 疙 明 在 大 个 复 亚 数 加 ， ， 时 亦 成 站、 
还 时 映照 了: 
is 3 


的 前 面 处 个 图 数 的 丽 数 行列 式 命 之 为 
FC, “oy zxo (= dec ts st), 1 css ) 


(sa 2A) 
我 们 分 下 面 几 种 情 形 讨论 之 : 
(iia) 如果 j 帮 si，…: ,zi) 天 0 
设 4€D， Pa 二 Ta, 国 f(a， of) 头 .0, 我 个 可 解囊 
1 = fw 机 tv), oe = ew 
以 之 代 人 其 他 的 pa(z1， ,zx)( 注 意 芭 > A 则 在 ei ”的 充分 
小 邻 域 U0*(a*) 中 , E* 的 点 由 下 面 的 方程 定 
tht1 一 pk y UR) "3 pcan, 3 wn)) 0， 
0 
因 之 g(w) 在 U*(a*) 中 最 多 除去 适合 方程 。 
WR+1 一 Patri bil rw, “*'，, tw ) ， i 3 Pil tw1, “"’, wi)) 一 0 


之 点 入 是 关 术 的 站 其 夫 对 仁 NM 国之 在 Ce 解析 有 其。 


彼 对 值 < M. 
现在 把 域 轧 的 点 分 为 点 集 Dp， D,, … Ds，… ,其 中 帮 。 由 使 
f(z, 站 sk) 夭 0 的 = 点 租 成 ; Ds 由 当 i 十 … 十 Vv 一 1 时 
Of “，， sk) 为 霉 ， 而 当 十 , 十 7274 一 : y 时 最 少 有 一 | 
‘Oli sk . 


Qe Oo 012, …) 不 为 才 的 (zi; … zx) 点 组 
Oz Ozkt - + ， . 


了 DQ ee 


成， 对 DD 的 任 一 点 4a, 所 有 

Cie Zi 4 
.之 值 不 能 全部 为 需 否则 fj 在 a 4 的 邻 域 的 震级 数 展 式 司 等 于 雳 ,这 
与 了 不 慑 为 震 的 假 珊 耶 盾 。 因 此 4 尾 属于 其 一 D, 此 妆 吃 二 Do 十 
Di 十 …. 十 站 ,十 . 

命 一 TD,， 则 B+ 一 8 十 EB 十 - “十 加 ?十 ， 

上 面 已 证 明 , g(w) 在 E8 一 了 Do 的 点 丈 解 折 并 种 对 值 < M . 
”假设 我 们 已 证 g(ao) 在 D* 一 E* 中 再 加 上 在 FE， BE 的 
”点 上 仍 是 解析 并 息 对 值 系 M, 现在 证 明 对 任 一 点 a* € E41, g(w) 
亦 解 析 关 和 杷 对 值 < M.,- | : 

如 果 4 为 a* 的 在 DD 让 的 原 象 点 ， 则 “€ Don 此 部 a 点 适合 
下 面 的 方程 
全 2+- Ce， 


ped ' 
— 一 一 Do 
日 zi * Ozkt / 


， Vy, = 0， 1 ， 2 ， “ 


(一 0 1， DD 
| 二 2 一人 2 | 。 中 最 少 有 一 不 为 堆 , 避 
Ox 四 Oke. se ， 
9 He 0 
| Oz Oz Oz | 
其 中 记 ， ,px 为 为 一 租 固定 的 刘 负 整数 适合 pa 十 “pay 
显然 点 集 Da 包含 于 适合 下 面 方程 ~ 


Dit+ TAKEFCziy， 。 -5 ) 


(xz or 三 一 一 0 
’ ls 3 Oz zk ' 


的 点 集中 ， 由 于 | 关 0, 我 们 可 解 册 . 


2 一 J(z2, “i ZA). 
这 是 在 邻 域 P Ri: - . z | 
一 < 一 一 
中 解析 的 画 数 [a = (4a;,:…… ,aw)1, 并 且 在 此 邻 域 适合 
oz oa 0 一 0. 
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我 们 可 下 s 充分 小 ,使 往 在 DD 中 存在 一 邻 域 
U(a):z1 € Ui(a), [zz — 四 | < ee, Izn — arl < s， 
其 中 Ui(a) 是 zi 平面 让 oa 点 的 邻 域 ?， 而 在 UCa) 中 ,Di 的 点 
包含 于 由 1 D(z2, "“*', Yk) , (2, “"", Zh) 《 Pai 表示 的 点 ， 
命 U* 二 TU(g)， 由 于 了 T 是 映 D 入 D* 的 一 一 映照 ,根据 拓 扩 
学 邹 知 的 定理 ”, 了 是 上 映 DD 为 E* 一 TD 的 拓扑 映照 (E* 的 拓扑 为 


对 于 D” 的 相对 拓扑 )， 由 于 U(e) 是 DD 的 开 集 , U* 必 为 B* 的 开 


集 , 序 有 一 D* 的 开 集 V1, 使 得 U* 一 E* 则 Zi。 从 上 面 的 证 明知 ， 
gCw)》 在 Vi 中 最 多 除去 映照 Ti: : 

wl 一 Pi(Y lg, "**， xz ) ， 229 "”“"》 Zh) 

wm 一 DC sy Ea), 7s ze) > Cz ge) €E Pe | 
的 Pi 的 象 点 集合 外 是 解析 并 有 界 的 。 映照 Ti 必 是 一 一 的 , 因 
为 如 果 (5;,……， Bb) 与 (cx，*……， cx) 是 Pg 的 不 同 的 点 ， 则 (y 


《52 2 ) ， b， 。。 - ,Dk) [= (ple,, . *, ¢4)， C2 CD) 是 


0(4) 中 不 同 的 点 ,因此 私 映 照 映 为 不 同 的 点 ， 芍 Ti 把 不 同 的 


”点 映 为 不 同 的 点 . 


应 用 归 炳 法 假 屋 ，g(z) 在 整个 Pi 中 解析 ,此 力 才 示 民 oz) 在 
Ey 的 尽 认 解析 。 容 容易 证 明 ， Dy+i 的 点 是 史 , 的 聚 点 , 因 之 EI 的 
已 是 Ev 的 聚 操 . 由 gw) 的 连续 性 知 , 其 级 对 值 在 Br: 亦 委 M， 
至 此 我 们 证 明了 gw) 可 在 整个 D* 域 解析 . : 

(iib) fx, ***, zx) = 0 的 情形 。 


如 时 所 有 的 222 Ca, 有 一 1，…, 匀 划 恒 等 于 器 ， 中 
pi(z) 一 cl 是 常数 ， 和 E* 包含 于 解析 超 平面 ww 一 c1 = 0 中 ， 二 
理 显然 成 立 ， 故 我 们 不 妨 假定 f(z) = det ore oD 有- 


Zis “"*), 2 . 


1) 如 果 六 是 常数 , 即 攻 一 2， 我们 取 Da 二 《zi 一 | < 6，s 充分 小 便 可 ， 
如 果 妈 非常 数 ， 我 们 取 Ui(a1) 为 映照 搓 一 图 (sa ，sK) 在 sx 平面 的 Ph 
的 象 气 集 合 ,根据 定理 1.6.3, 这 是 x 平面 的 城 . 

2) 贿 天 定理 1.6.6 的 放 明 中 的 注 ， 


ee 31 . 


st0 < 5 < Ry) 阶 子 行列 式 PAE Zi) = det oto 2 一 : 2 不 
悟 等于零 ,而 所 有 * 十 1 阶 子 行列 式 皆 恒 等 于 夫 . 

现在 我 个 把 闪 分 解 为 和 和 集 Do 十 Di 十 … 十 Ds 十 …, 鞭 中 
Do 是 DD 中 使 4Az) 到 8 的 x 所 成 的 点 集 , D, 是 D 中 的 x 点 使 得 

Ot (2) 
Oz: 。。 Oxxt 一 

淄 D 一 1 时 为 悖 ,而 淄 十 .… 十 yi 一 yD» 时 访 
少 有 一 不 为 和 (人 一 1， 2，*-*) 考 . 相应 的 把 有 * 分 解 为 Bf 十 
十 EF 十 十 EY 十-…, 其 中 EE* 一代 D。 

如 果 za € Do 根据 定 理 1.6.2 知 , 在 4 的 邻 域 U(4) 中 有 一 画 
数 关 条 
J P21, “**， x), ""*, pCa, “*’», ZE)) = 0， 

共 中 (ey …, zw) 是 在 a* 二 To 的 名 域 V*Ca*) 中 解析 而 不 屋 
等 于 雾 的 画 数 , 芽 且 我 个 可 取 UCa) 充分 之 小 , 使 得 U* 二 TUCa)》 
SC Te) 由 于 TT 是 一 一 的 , 必 存 在 包含 于 V*(Ca*) 的 开 集 六， 
使 太一 E* NN 屿 ， 此 乃 表示 在 Fi 中 E3 的 点 必 适 合 方程 
Ph, whe) = 0， 

根据 定理 1.6.1 知 , gCw) 在 本 亦 解 析 并 契 对 值 < M. 

如 果 a*€ 本 (2 一 1,2,……), 则 我 们 可 用 (iia) 中 的 方法 , 消 
去 一 个 z 的 变数 而 应 用 归 轩 法 假 肌 证 明 gCw) 在 5* 亦 解 本 且 稳 
对 值 < M. 由 此 得 知 ， g(z) 可 在 整个 D* 域 解析 ， 定 理 完 全 证 明 

定理 1.6.5，、 设 fz;……,z,) 是 在 空间 C? 的 一 域 D 内 不 恒 
等 于 夫 的 解析 图 数 ,解析 上 映照 了 : . 
四 ti 一 pi(s) aa 一 go 人 (sz) (nm) 
把 了 一 一 地 上 映 大 空间 Cm” 的 一 域 D* 之 内 。 命 点 集 卫 一 [zjzED， 
f(z) 一 0}， 而 B* 为 下 的 象 点 ， 印 有 9 一 TBE。， 著 gw) 一 
一 8(Cwi ,wm) 在 除去 8* 外 的 D* 中 和 解析 关 疹 界 ， 则 -gCw) 
”在 整个 D* 域 解析 . 

让 。， 如 果 m > 定理 是 显然 的 ， 因为 E* 和 全数 人 上 
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< 


Tv 


对 工 和 的 得 点 集合 中 ， 而 此 定理 是 定理 1.6.4 的 显然 推 放 所 以 我 们 
只 要 浆 和 一 2 的 情形 . 
我 们 把 就 货 三 估 大全 E 一 E+ EB 十 ;十 "…* 其 中 E, 的 
点 z 是 使 得 
Outitnf (2) 
Og .Ox 
当 六 十 … 十 po< 安 3? 全 为 党 而 当 办 一 > 十 工时 最 少 
有 一 人 为 过 人 一 0， ，、 2，-…) 者 ， 双 命 


E+ > E*, Er = TE,. 


v=0 . 
如 果 a € Bo, 则 4 点 适合 
| f(z) 一 0， 
而 | 24ee | (=1,…,) 中 最 少 有 一 个 不 为 零 . 若 | ka | 
. a JJ 一 ， ” | | O%1 =a 


关 0, 则 可 解 出 z 
z 21 — Wx“ 4), 
其 中 D(z2, “*"*, rz) 在 P 1: 
[zz2— az| <e,.**, |zs— ar| <e | 
- 中 解析 ,而 在 < 有 一 领域 CO 一 faeU(eD 82:25) €E Po) 
使 得 Bo 在 U(a) 的 点 能 天 为 Zz! 一 J 22, “3s xz) ， 《zz2，… -2 
Ps1， 以 之 代入 工 的 映照 画 数 中 ,我 们 得 一 映照 Tr 
zol 一 pif 23 sy La), ay ‘zn), 
一 pnb 7, Ea), 2 oh， 
把 Pw 地 须 太 U* 二 TU 中 。 应 用 定理 1.6.4 可 知 ， g(w) 在 
U* 解析 ， 特 别 在 a* 一 Ta 《BY 点 解析 。 同 法 可 诈 g(w) 在 Er, 


~ E¥,，… 亦 解 析 ， 定理 征明 . 


定理 1.6.6， 设 1(z),…… ,ga(2) 在 有 界 域 DD 解析 . - 车 变 
二 _ g(a =) ， ‘> Ws palz) 
: 电 33 。 


把 省 界 域 D 一 一 地 映 为 一 点 集 DY*， 则 变换 了 的 图 数 行列 式 在 D 


中 的 任 一 点 皆 不 为 替 , 
” ”证 。 应 用 拓扑 学 熟知 的 定理 2, 了， 必定 是 一 拓扑 映照 , 而 D* 
是 一 域 ， 
我 们 先 证 下 的 画 数 行列 式 不 能 剧 等 于 雾 。 如 若 不 然 , 根据 定 
理 1.6.2, 在 DD 的 一 邻 域 U(a) 中 有 一 画 数 关 有 系 
J p12) paz)) = 0， 
而 妨 o,，…, ws) 在 D* 的 一 邻 域 V*(a*) (a* 一 Ta) 中 解 灯 但 
不 剧 等 于 办， 着 且 了 *(as) DU*(Ca*) 一 TU(a)。 于 是 最 少 有 一 
(wD ww EU*Ca*), 使 得 p(w) 尖 0 郎 wm 没有 原 象 点 ， 
了 矛盾。 因为 工 限制 在 UC) 中 仍 是 把 U(4) 映 为 U*(a*) 的 拓 提 映 
照 。 | : z z 
今 屋 变换 工 的 邀 变换 为 
&t 一 bilew), 9 Sn Paw). 
根据 定理 1.3.2 知 ,在 域 D* 中 任 一 点 a* 一 Te 如 果 
" | #0， 


ly “" ， Yn) Ss—a 


~ 


则 Cw) (Gj 二 1，………2) 在 a* 点 解析 ; 换 半 之 ， 每 一 几 (w) 在 城 
D* 中 除了 刀 中 的 点 集 


f(z) 3= det ace 9) po 一 0 
O(g1, "”: ps zn) 


对 变换 了 的 象 点 集合 外 是 解析 的 并 且 是 有 界 的 (因为 D 是 有 办 


域 )。 因 之 根据 定理 1.6.5, J;(w) 在 整个 域 D* 解析 . 故 对 任 一 
点 zE 刀 有 


det OP Pa gir OP | 
O(z1, ~ ? Zn) O(w1, ” * ,tn) 


“由 此 知 det Ce 在 也 中 恒 不 为 用 ， 定理 证明 . 


ly “”“””》 启 六 


1) 此 期 Brouwer 内 点 定理 ， 参 天 Tonyaun [1]， 第 五 章 $ 7， 251—260 页 ,或 
Bonranck ut [1]，I$ 1, 1 一 16 其. 


# 4 ee 


”值得 注意 的 是 , 此 定理 在 实 变数 时 不 能 成 立 ， 例 如 变换 4 一 
一 x 把 线段 一 >< 女 xz 二 二 7 -一 一 地 ( 且 拓 扑 地 ) 映 为 线段 一 yx3 < 、 
<x< 十 ”但 | 


2 发 | 一 0 
dx 


$ 1.7. 连 辕 收效。 设 4 是 Co 中 的 一 有 界 点 集 ， 即 有 一 正 数 
M 使 得 任 一 点 x € 了 通信 
a+ “二 |x| <M; 
届 Jo ， fo(s) ，.… ，F(z) ,.…… 是 一 串 在 4 定义 的 复 值 活 
下 浇 x@ 是 4 的 聚 点 ,对 任 一 在 4 的 收 伍 于 z 的 点 串 2 中, z 中 ， 
…， 数 值 串 40Cz 中 ) ;JOCz 中 ),，.…… 皆 收 仇 , 于 是 画 数 串 {19(z)】} 
称 为 在 x 连续 收 合 。 (x) 并 未 假定 其 为 解析 的 ， 其 至 本 未 假 
定 其 为 连续 ,而 x@ 可 以 是 也 可 以 不 是 4 的 点 ， 显 然 , 连续 收 禾 的 
极限 值 lim AOCz) 与 政和 化 点 音 {z0) 的 选择 无 关 ， 于 外 ， 如果 
fb) 在 za 点 连续 收 需 ， 划 其 任 一 子 串 亦 在 zx@) 连续 收 伊 . 
定理 1.7.1， 屋 {j 各 (四 ，…，{1 (es)} 为 一 组 在 4 定义 
的 丽 数 串 而 在 zx 四 二 过 悉 放 铸 半 它们 的 极限 售 分 别 为 w 包 ，…'， 
to 外 .到 发 z 在 4 变化 时 ， 画 数值 wi 一 (区 ，……, wi 二 内 (2) 
的 集合 , 包含 于 ! 个 复 变数 w = 〈mwi，……，mwi) 的 空间 5 的 一 有 
界 点 集 B 内 (对 所 有 名 此 然 ), 并 且 w= 二 《Cw ，… ,ww 让 .是 B 的 
聚 点 车 {p%Cw)} 是 在 3 定义 的 在 wo 连续 收 化 的 男 数 串 , 则 
机 四 
FRO) = OF) ss) R12 
在 zx 连 纺 收 化 . | | | 
证 设 2 中, zx2，:… 为 任 一 在 4 中 收 航 于 “ 的 点 出 ， 命 
， 了 一 (zw …， Lo 人 一 {I (Cz) (7 一 1 ， ,DD 由 假 
” 融 知 ww 和 在 互 中 。 由 于 名 (z) 收 艇 于 ug 人 一 1，…, 站, 故 
zt 收 化 于 wm 而 wm 是 B 的 聚 点 , 故 极限 : 
| lim FW (2®) = lim PO CN, .zf 
首 在 , 即 {F(z)} 在 so 束 入 收 化 ， 定 理 起 明 ，. 
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-在 CcC* 中 ,以 gs 个 点 为 中 心 ， 以 正 数 7 为 御 径 的 超 球 Bp 开 集 
SCz0, 六 。 
[zi 一 各 四 | J 十 [za — 2 “< 7 
屋 {1%(z)} 是 在 点 集 4 定义 的 国 数 审 ,> 2 中 是 4 的 从 点 ， 
s (0°, 1) Cm = 1, 2,.…) 是 一 申 超 球 ， 命 - 
Sok 一 sup OC) — FO CH (1.7.1) 
2C1), sDEANsC :00), 2) . 
及 ~ z | 
Gg = lim 4 Sink (1.7.2) 


aas ai 


Si 之 Sm+t1, 3 


因此 
. Om 之 Cm+tt? 

于 是 有 极限 
ol(z0) 一 lim Go (1.7.3) 
xz) 称 为 画 数 串 {f(z)} 在 0 的 极限 摆 幅 , 

定理 1.7.2， 融 男 数 曲 {f(z)} 在 点 集 4 定义 ;， z 中 是 4 的 
聚 点 且 属 于 4. 此 男 数 吾 在 s@) 连 午 收 钱 的 充 要 条 件 为 oz )= 一 人 
及 存在 极限 值 lm 大 CCzOD7。 

站。 ( 必要 条 件 。 潜 男 数 电 {f(z)} 在 xz o 束 役 收 乱 ， 我 
们 取 点 串 zz zt0 ， 3 便 知 极限 值 lim 1 Cz0) 存在 . 

现 证 车 cz 中 ) > 0, 则 {f(z)} 不 能 在 x 连续 收 笋 ， 

”由 (1.7.2) 的 定义 知 , 必 有 正 整数 如 使 ” 


(0) | .| 
2 2 


取 和 在 过 胡 过:…， 由 (1.7.1) 知 必 估 在 一 对 点 
a HEANS (2®, 二 ) 
EA: 
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sa ce 


acee)- f "0")| > (1.7.4) 


易 网 有 

: Hm Za) :一 lim 2 一 2 
Thm(atm)} 与 (km(C2CmD)] 

有 一 不 收 敏 , 则 {fO(zm)} 在 xm 非 速 稿 收敛. 若 现 者 菠 收 角 ， 则 

由 (1.7.4) 知 , 宅 们 的 极限 值 不 相等 ， 故 图 数 串 亦 非 在 z 连续 收 

和 化， 这 与 假 丽 了 矛 盾 , 故 必须 ac(x@) 一 0， 


《让 充分 条 件 ， 如 果 7 = 0， 则 任 与 s > 0, ， 由 (1,7, 3) 


知 ， 必 存 在 一 下 整数 1m0， 当 和 2 之 mm 时 
ro 四 
现在 把 ”固定 ， 由 翁 说 知 必 有 一 正 狐 名 , 当 乡 之 ,9g 之 外 时 
: (FPCz0) — {OC20)| < - (1.7.5) 
由 (1.7.2) 知 ,有 正 整数 所, 当下 之 已 时 


Sm < Om + 一 < 
3 


任 取 4 中 一 收 艇 点 虑 wo -， Lo， 则 有 -一 正 整数 志 , 当 丰 之 
时 , xz 中 在 4 作 s (0, 二) 中 
nm 


现 取 p,q > max { 有， Ra}, 草 
[D(z — FDO SIDED) 一 Jo)| 十 
十 | FDCsO 7) _- Fas) | 十 | FDC st 7 — FD (2 D) | < 8e. 
此 乃 表示 {f(z)) 在 xm 连 绪 收 化。 定理 姓 明 。 
由 此 定理 六 得 z 
定理 1.7.3。 如 果 画 数 串 {fb(z)} 在 4 的 聚 点 xz 有 azo) 一 
一 0， 且 在 x 中 的 任 一 邻 域 中 必 有 一 4 的 点 使 六 《2) 收 钱 , 旧 此 茵 
数 囊 在 so 连续 收 义 . | 
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实际 上 , 在 前 一 定理 的 症 明 的 第 (i 部 分 中 ， 从 式 (1.7.5) 开 始 
把 sq 点 改换 为 使 fos) 收 做 的 4m s(z0, 上 二) 中 的 点 , 划 以 后 


的 推荐 仍然 正确 , : 
由 此 可 兄 ， 若 {f(z)) 在 4 的 一 子 集 Bi 收 钱 ， 其 极限 图 数 
为 
f(z) 一 lim f(z), z€ BI; 

此 外 ;车 B; 为 Bi 的 一 些 聚 点 所 成 的 点 集 , 且 当 x 中 € 8， 时 oz0) = 二 
一 0， 旭 {f(z)} 在 了 3 的 点 连续 收 笋 ,而 f(z) 的 定义 区 茅 可 推广 
天 8 二 Bi 十 B,, 并且 可 导出 下 面 的 定理 , 

定理 1.7.4.。 在 上 面 的 假设 下 ， f(z) 在 B， 上 连续 . 

证 。 (GD 如 果 {z 人 中} 为 .Bi 中 的 点 吝 收 仇 于 z 四 6 B, 洒 .由 假 
发 知 , 对 任 一 zx， 有 一 正 整 数 K。， 当 ,> K， 时 ; 


oz 一 fa < (176) 
”了 取 处 芝 包 之.…。 虫 于 tf 在 了 如 锁 收 做 (定理 1.7.3) ， 故 


. 其 子 申 ean) 亦 然 ,因此 
lm [az 一 Hz) = 0. 


由 此 得 


ae 一 Jo He) -Jo | + 
十 | Jukm(zcoD) 一 {C20)| 一 
< 二 + fm Cot)) — f(z0)|, 
故 有 . 


jim {C20) — f(s0)| = 0. 
(ii) 如 果 {atm)] 为 B, 中 的 点 只 收 全 于 ?6€ 8B, 者 、 我 们 可 在 
.4 中 找 一 点 昌 50 ， 5 中，，…* 及 一 由 自然 数 名 < 角 < ……， 使 得 对 
每 一 点 a” 有 


RD) fan)| < Li, snEs (a", 二) 《1.7.7 
m mm/ 
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后 者 包含 了 Bb 人" 一 200,. 


由 
[fa™) — F(z)| < - 
< Ko) Fm) tr fe) < 
< 二 十 fC) 一 za | 


. 4An - « ， 
lim |f(a®™) 一 fa)| 一 0. 
Gii) 和 如果 {ctm} 为 且 中 任 一 点 串 收 做 于 xmE 8， 者 、 我 们 不 
再 讨 葵 {c"} 只 有 有 限 个 Bi 的 或 有 限 个 B, 的 点 的 情形 ， 而 假定 
fem} 可 分 为 两 个 无 穷 的 子 串 {ct 让, (在 Bi 中 ) 及 {cD} (在 B， 
中 )， 任 与 s > 0, 由 GD 与 ( 训 知 , 必 有 名 与 4 充分 大 ,使 得 
|fCe®2) 一 大 so < se， ce) — Hx)| < se。 
因 之 当 mw 充分 大 时 , 恒 有 ， 
[fCe™) — fz0)| < es。 
此 乃 表 示 f(x) 在 8; 连 炉 。 定 理 证明。 / 
定理 1.7.5。 如 果 {f(z)} 在 一 紧 致 点 集 D 为 连续 收敛 ， 芥 
且 5 的 每 一 点 都 是 D 的 聚 点 , 划 在 万 一 致 收敛 为 一 连续 画 数 ; 反 
之 亦 然 ， | | 
在， (者 {f(z)} 在 忆 连 续 收 伍 , 划 可 命 
zz) 一 lim fz), xzED, 
根据 定理 1.7.4, 这 是 在 万 连续 的 图 数 ， 
假定 此 图 数 率 非 在 D 一 致 收敛 ， 则 任 与 .6 > 0， 必 有 一 点 由 
x”)ED 及 一 电 自 然 数 妈 < 锯 之 …，, 使 得 z 
[fms — Cz)| > 6, (117.8) 


由 于 万 是 紧 致 的 , 我 们 不 妨 假定 xm 收 化 为 一 点 xo6 万 , 否 基 可。 


选取 {x} 的 一 收 钙 子 串 代 炎 {zc"}， 由 连 粮 收 敏 及 f(x) 的 连续 
性 知 , 当 w 充 分 大 时 
: fem C6) — Cz) | SF) — Hz)| + 

+ |fC(z™) 一 Kxo)1<s， 
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耶 后 ， 改 {jb(a} 在 万 - 致 收 艇 ， | 
《Ciy 如 果 {f(z)} 在 D 一 致 收 仇 为 一 连 绪 画 数 f(z)、 则 任 
与 e>0 及 万 的 一 点 中, 必 有 一 邻 域 ss ro) 使 得 
sup 1fo 一 HOLEL< <. 
a,bEDNSsO), ro) 3 . 


又 取 名 充分 大 ,使 得 ,- 
(2) 一 f(z)| < 上 ,对 任 一 z EF. 


如 是 可 取 必 与 充分 大 ， 当 4, i (0 ,了 本 有 


Sm 一 Sup [FPCe) — FO(6)| < 
< sup |f OC) — fa)| + sup |fla) 一 fC5)| 十 . 
十 sup |fC6) — FOCB)| < e,. 
由 此 可 见 c(z@) 一 0。 根 据 定理 1.7.2 知 ， [9 在 x@ 迷 种 收 
钱 。 定 理 证 明 . z 
一 图 数 族 {f?(z)}xey (J 是 一 可 数 或 不 可 数 的 指标 集合 ) 在 点 
集 4 定 义 ， 我 们 称 它 为 在 4 局 痢 一 致 有 界 ， 如 果 对 任 一 点 <6 4， 
必 有 一 < 的 邻 域 SC4， 7) 及 一 正 数 MG7ri M 可 以 与 4 有 关 )， 使 得 
在 4A4N s(ta,7) 中 - 
VC) | < M, 对 所 有 1EJ 
定理 1.7.6。 如 果 夯 数 串 {/ 中 (z)} 在 一 域 D 局 部 一 致 有 界 ， 
并 且 对 每 一 点 xm ED 有 olz 中 ) 一 0， 旭 必 存 在 一 子 串 {f(z)} 
在 DD 连 炽 收 敏 . | | 
证 。 我 们 用 所 谓 Cantor 对 角 线 方法 ， 在 D 中 取 一 可 数 的 到 
钼 稠密 的 点 集 {z}， 在 下 表 
fzD), Fe Ze . rocso) 
f(z ) ， F220 ), “….， f(z), 


和 
+ 


LE 


中 第 一 行 的 元 素 是 有 嘲 的 ， 可 取 一 收 化 于 大 st) 的 竺 串 
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FD Ce), JaCasD7 JaDCaGD)，. 
然后 在 第 一 行 的 子 串 
fa xz ，faafKzsC 7 ， fi ze)) ， 
让 取 一 收 化 于 zc 的 子 虽 
fo Cz), fo Cg) , ,fH ) ,es 
加 此 杀 入 , 可 得 一 在 点 第 {中} 政 敏 的 丽 数 串 、 
: finCs), fm), ,fk (S) , 
{z 史 } 在 DD 中 稠密 ， 由 定理 1.7.3 知 , 夯 数 串 {f4t2(z)} 在 DD 连 种 
收敛 ， 完 理 证 明 ， 
$ 1.8. 多 复 变数 画 数 的 正规 族 . 在 域 DD 解 析 的 图 数 族 
fn(z) he 称 为 的 正规 族 ， 车 此 族 的 任 一 画 数 囊 {fC8) Ya 2, 


必 和 包含 一 子 串 fen(z) f(z)， “， 此 子 串 在 忆 的 每 一 点 知 囊 筷 
玫 伍 5. i 
起 理 1.8.1. ( 超 球 的 Schwarz | 理 )， 和 有 在 生生 S$: . 
| xi 十 十 | so 魏 四 
解析 的 图 数 ft) 适合 0) 二 0, 盎 对 任 一 5 的 点 2 » 恒 有 
lI)1 < 全， 


来 可 为 站 和 的 高 内 ,oT 了 于 TE 
z Glz, 2 = fr, nf), 2 €S, 
此 画 煌 在 |z| 三 1 中 是 参数 的 解析 画 数 ， 莽 且 G(z， 0) 一 0， 


Glz, | <M. 任 一 点 = 适合 5 lael = 0?， 必 有 一 租 复数 


a=1 
C1, 6 一 及 一 (< <1) ,使 
| 
二 


1) 这 里 正规 涛 的 定 你 比 单 复 变数 画 数 痊 市 通常 的 定义 生 为 疾 罕 一 些 ， 但 对 本 书 以 
后 的 应 用 是 足够 的 了 。 


i 


~ . 应 用 单 复 变数 本 数 葵 的 Schwarz 引 理 ， 
| = 1cG <MH = 
和 定理 证 明 ， 


定理 1.8.2， 如 果 在 域 D 解析 的 图 数 族 {9Cz)hzey 在 PD 中 
局 部 一 艇 有 和 界 ， 基 对 此 族 的 任 一 图 数 串 {f(z) 了 2, -及 任 一 点 


* xz ED 剧 有 a(z@) 一 0, 因而 {f(z)} 是 正规 族 . 


媳 。 设 x 中 ED. 由 假设 知 ， 我 们 有 一 充分 小 之 超 球 Sz,7), 
其 闭 包 仍 包 含 于 了 可 中 潜 , 使 得 所 与 图 数 串 {f(z)} 的 任 一 国 数 前 
. 活 合 
[Fe (Cs 一 /O20)) < M, 当 zESCzo，r)， 
命 gz) 一 fz) 一 大 2 Cs )。 我 们 取 正 整数 沁 充 分 大 ， 使 
< 应 用 定理 1.8.1 可 知 


Te? (2) | < MM. 当 儿 €5(20, +). 
Nr- mn ， 


琵 万 表示 
(x) Or 2M 
Sm = sup [fC0) Oo— fC)| 委 二 一 ， 
“cs 去 ) 2r 
因而 
Gm -一 lm Sm < 4M, 。 
7 
由 此 得 


rs) 一 lim z， 一 0. 
根据 定理 1.7.6 知 ,存在 {fC2)) 的 子 趾 在 如 各 收 铸 因 之 
{19(z)} 是 刀 的 正规 族 ， 定 理 证 明 . 
理 1.8. 3 洛 在 D 解析 的 醒 数 获 {f(z)+j 在 DD 中 局 部 一 至 
有 界 , 则 和 ) G 1 2 m ) 环 在 局 部 一 各 有 界 ， 因 
之 是 正规 族 . 
证 ， 发 :ED. 取 于 多 圆柱 PCz0， ;) C D,r 一 Cr 
rz), 使 得 有 一 正 数 M, 对 所 有 的 和 , 尼 有 | 
|G) | SM， rz EP(0,r). 


应 用 Cauchy 公式 可 知 , 当 x KE pCz0), r) 和 时 


Of WV (%) 
Ox%; 
| .. | fe)deides 
(2x7)” es le 2 ry (el 一 2 (一 2 


取 :- 粗 正 数 六 < zj (j 一 1 9 7 当 zEP(Czm, 6) 时 ， 由 上 去 
可 得 一 估 值 


Of (Cz) | Mr re 

[6 | Ta 0. 0) 
故 | 太公 (| 局 部 一 一 臻 有 和 界 ， 定 理 诈 有 明 ， : 

Og; 


定理 1.8.4。 性 一 在 万 解析 的 面 数 串 {jCz)} 车 在 DD 中 局 部 
- 致 有 界 并 且 丰 D 政和 化， 则 必 收 化 于 一 在 厂 解析 的 画 数 f(xz)， 并 z 


SD) pe FO) 
Oz; ho» Ox%,; 


证 , 根据 定理 | 8.2 知 , 当 xzE€D 屠 有 olx) 二 0， 车 命 
fz) = lim FOCz), 

卓 根 据 定理 1.7.4 知 , f(z) 在 D 汪 续 . 

车 z0 为 马 中 的 任 一 点 ,可 命 


i FOCO) 一 KeDCzO zf zj 2 0)) 
DT 
到 pC) | . 
Oz; z=2(0) " 
由 于 {f(z)} 局 部 一 致 有 界 ， 我 们 有 充分 小 之 正 数 。 6, 使 得 
zj; zP| 8s 时, | 
[FOCzD, "sy zj 37， zp ,, “YY 2 | < M. 


应 用 极 大 模 原 理 ， 
CD 二 so CA, 0) 
> I¢—z20)| 一 8 3 se C; 
<2M 
8 
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”此 力 起 示 pe) 在 |， 一 | 之 6 解析 并 一 致 有 界 ， 因 之 
f(z20) — fs, 2 2 ) 


Zl) 一 总 
~ 


Pp(2i) 一 lim PV;) 一 
是 在 转 中 过 丢 的 画 数 , 故 有 - . , 


加 oO) — (= ， "si 7, 2) — 
PP) = i 


二 ~ ws — 2 


(Of 
一 lm pp) - 一 lim | SA | » 


CS 


| KR) z 
此 万 表示 f(s) 之 丛 导 煞 存 在 且 等 于 lim OC 扩 ， 定 理 汪 . 


由 此 定理 易 知 
定理 18,5。 车 在 D 解 析 的 页 数 让 {9(z)) 在 DD 中 的 任 一 紧 
和 致 子 集 一致 收 化 , 划 收 敏 于 一 在 刀 解 析 的 画 数 f(z)， 和 并且 
1 af 
Bz; ko% Oz; 


亦 序 在 DD 解析 的 画 数 串 {f0(z)}, 车 在 DD 连续 德 收 敏 , 芭 收 航 为 一 
在 DD 解析 的 函数 率 , 并 且 YD - jm OC). 


kw Og; 
因为 在 任 一 紧 致 子 集 一 致 收 钱 的 ; 连续 画 数 串 {f(z)} 必定 是 
局 部 一 致 有 界 的 ， 从 定理 1.7.5 知 ， 紧 致 集 的 一 致 收 合 与 连 粮 收敛 
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“是 等 价 的 . 


定理 1.8.6， 设 在 DD 解析 的 图 数 串 {f(z)}xo,2,.… 在 DD 局 部 
一 致 有 界 。 车 在 DD 中 有 一 非 空 开 集 ,在 其 中 画 数 串 收 钱 ; 则 必 在 整 
”个 域 品 收敛， 、 
我 们 先 证 、 : 
定理 1.8.7。 域 马 的 正规 族 OC) Yes .在 收 化 的 充 要 
条 件 为 : 所 {10(z)} 的 在 D 收 钱 的 子 串 此 收 航 于 同一 的 航 限 豆 数 ， 
证 。 条 件 显 然 是 必要 的 , 现 恋 其 为 充分 的 , 
假定 {fO(eD) } 在 刀 中 一 点 x@ 不 收 化 ， 命 
Pr 一 lm FY (Cz), B = Tm fz ) 。 


， Ro 
则 必定 a 去 B。 我 们 可 选取 两 子 中 使 得 


。 44 。 


lim fee) = a, lim fA Cw ) 一 B. 
不 妨 假定 {f(x)} 与 (fp (2)) 在 整个 域 D 收 敏 , 否则 根据 
正规 帮 的 定义 ， 我 们 可 分 别 逃 取 它 们 的 子 串 使 之 如 此 . z 
”但 由 假设 知 
z Tim fe (2) 一 lm fanz) » 
了 矛盾. 由 此 得 定理 . 
更 证 定理 1.8.6， 命 {jfPP7(z)} 与 {187(z)}) 为 已 与 栈 数 串 的 
”任意 两 个 在 DD 收敛 的 子 串 ;又 命 
- f(z) 一 lim fe) (2) ， g(x) = lim f(D (C2). 
由 定理 1.8.4 知 ， f(z) 与 3 gz) 在 品 解 析 ， 因此 图 数 hlz) = f(%)— 
一 g(z) 六 然 ， 但 根据 定理 之 假设 , 在 D 中 有 一 非 空 的 开 集 ， 在 其 
中 h(x) 二 0, 因 此 在 整个 域 D 中 如 (z) 三 0， 由 定理 1.8.7 知 {f(z)) 
在 D 收 敏 , 这 就 证 明了 定理 1.8,6， z 
定理 1.8.8.。 车 在 DD 解析 的 画 数 串 Ueda 的 每 一 个 图 数 在 
刀 普 不 取 雳 值 ,并 且 此 画 数 串 在 忆 连 鼻 收 化 , 旭 其 极限 画 数 帮 z) 在 
忆 中 或 者 恢 等 于 零 , 或 者 在 九 不 取 震 值 . 
证 . - 当 2 二 1， 此 即 单 复 严 数 正 规 族 理论 中 的 Hurwitz 定 
理 .和 在 z 个 复 变数 的 一 般 情形 ， 此 定理 可 利用 单 复 王 数 的 Flurwitz 
定理 证 朋 之 如 下 : : z 
如 果 f(x) 是 常数 ， 出 定 理 是 显然 的 ， 现 改 克 世 非常 数 , 则 对 任 
一 点 x 中 ED, 最 少 有 -一 组 不 全 为 雾 的 常数 wm, … ,on， 使 得 画 数 
4 一 帮 s@ 十 aat z+ ot), |t| <1 
不 层 等 于 堆 , 规 且 所 有 的 (也 十 Qf, zz 十 oot) 点 (ld| < 1) 
包含 在 域 品 之 因 ， 


VO) = fgD 十 oz 十 a ££). 
显然 此 画 数 串 在 |*| 二 工 连续 收 伊 ， 和 在 | | < 1 不 职 雾 值 应 用 
单 复 变数 的 Hurwitz 定理 知 

jz 7) = = (0) z 0. 
定理 证 上 明 . 


和 45 。 


1. 正 交 系 与 核 画 数 
5 2.1. 胡 对 值 平方 可 积 的 解析 画 数 .。 命 ex(D) 表 所 有 在 一 
有 界 域 刀 解析 的 并 且 其 稳 对 值 平方 可 积 的 画 数 f(z) , 即 
人 1f(s) | 入 < 一 co， 
其 中 8 * 表 欧 氏 体 积 元 素 ， 即 2 = CCyiZxadyaz dandyw9 xu 一 za 十 
十 fya (= 1,，: “ - ，722) ， xa 与 ya 为 实 变数 . 
两 画 数 f(z), g(z) €8xD》 称 为 正 交 的 ,车 
人 KE 一 
曾 数 果 {pr Ce) je . 称 为 . ED) 的 正 交 就 范 团 数 条, 若 每 一 
AD Ee (DJ)， 且 . 
人 pe pi(z) 入 一 pi, 
di1 一 全 网 7 了 
3 0 k L. 
定理 2.1.1， 设 {px(z)) 为 ?由 的 一 正 交 就 范围 数 条 ， 


f(z) € 22(D), | f(z) Pea)z (R= 1， 2，…)， 则 


> lol < | 1 
R=1 - 


(2.11 


《Bessel 不 等 式 )。 
证 ， 因为 ， 


本 


-| D1 一 六 Stal, 


f(z) 一 > pe 
R=1 


as 4 ， 


ES lal < jl 


对 任 二 自然 数 M 革 名 命 N 一 co， 即 得 定理 . 
定理 2.1.2， 若 Wy 在 财 多 图 柱 .PC(a,r): 
/ PE 
解析 , 则 
| po z+ 


Pplasr) 


2 - 
| | za 一 . ga | 十 
“一 Plair) 
”A2 
十 一 -89 


2 | x 
4 x, B=1 OzaOzp z=4a J Plasr) - 
X |(za — a4) (zp 一 ap) | 二 一 
证 . 由 $1.1 知 ,f(z) 在 PCa, +) 可 展 为 震级 数 


| 让 
[ 


je 一 f(a) 十 > 3 = 大) (za — cu) 十 


02 / 
”十 一 一 3 (i a a 人 十 “3 
2 (B00). (za 一 da)(zp 一 ap) z 


圭 且 在 PC(a, r) -一 致 收 化 . 
命 Zk A pre Kt, R1, ”3 Rs 7371》， "> Diy 为 非 负 整数 ， 
旧 易 网 | | 四 


) (zi 一 “0 “ (2 一 gan) ni 一 a1) ”1 (ZB 一 Hs) = 
er ， 。 


27 
Ritmit1. “peatmatlgg, 四 让 和 dp | ei-mD0g0 二 要 和 
MA0 | | 


je | 2 化 为 逐 项 积分 ， 序 得 定理 . 


= 
| emod0。 一 0， 如 有 一 下 关 mu 
抬 [| 
:此 定理 可 得 


由 


。47 。 


定理 2.1.3. 如 果 f(z) € 92(D), 了 Ca, zy) 为 任 一 闭 多 图 柱 包 
含 于 刀 考 , 则 | 
人 De 人 ol 


人 
fC) F< 天 < 
"2 元 人 Fy 


定 吾 21.4， 荐 fpi(a) 为 PCD) 的 一 正 交 就 范 男 数 系 , 则 


之 etc Pr(6) 


是 zx ED,C = (C1, 6) ED 的 的 
解析 图 数 . 
证 ， 对 任 一 点 z ED 作 多 图 福 , PCz, 7): 
| 和 一 好 一 7 | | ny 
其 村 但 在 村 如 站 者 | 由 定理 2.1.3 知 ， 


> pk -| | > Plz) al 


> (Eo) ,. 
由 此 知 


1 . 
2 2 3 N 一 了 ， 2 (2.1.2) 
“Fn ， . 


` 在 D 的 z 点 旷 仇 。 、 
对 任 一 六 域 号 CD， 必 有 一 正 数 R(B), 使 得 对 B 的 任 一 点 


”并 多 国 柱 16 一 ze| < R(B) (a 一 1， 包含 在 DD 中， 


由 (2.1.2) 知 ,对 任 一 点 z€8,， 有 
a:] 1 | 
吕 “< — 
: 1?OF < RC 
应 用 Schwarz 不 等 式 知 ,车 x € B,C€8B, 则 


* 43 。，。 


mH 


2 pilz) PCE3 | < (之 1peCe) PKCG) ) = 


N 


<(Z [peCz)| ) (> Le )< = 可 


此 力 央 示 而 下 {z= Palz) xe) ,在 任 一 闭 域 CD 为 一 


- 致 有 界 , 故 必 局 部 二 致 有 界 ,大 且 > PhCz) eCE) 为 mi， yzn， 
下，…， 5 的 在 2ED, 《ED 中 解析 的 国 数 种， 在 每 一 点 吐 收 化 ， 
故 其 极限 图 数 三 ok(z) Pre) i 亦 为 >ED,CED 的 = 与 6 的 解 : 
新 画 数 (定理 1 8.4)、 定 理 证 些 . 

定理 2.1.5。 如 果 三 ja 一 co， 则 


多 


G) sgGD = DF nipa(z) 在 的 任 一 紧 致 子 集 一 致 收 化 ( 因 
之 在 DD 解 祈 ); z : 


Di so- ba sxe(z) Pz 二 0( 因 之 &(z) €8XD)); 


(11i) Qk = | ESPDLE, 


pd 


证 。 (i) 用 上 定理 的 十 有明 方法 可 知 ,对 任 一 并 域 了 CD, 有 
< 2 | pO Pe 


区 


, cr PRC8) 
RN > 


SE lal 


TR 


由 此 可 网 ， arxPr(z) 在 互 一致 收 伐 ， 故 g(xz) 在 刀 解 析 (定理 


» 40 。 


1.8. 5s), | 
(Gi) 根据 (i7，g(z) 在 DD 中 任 一 此 政策 -到 收 全 任 取 一 于 城 
五 CD 有 

人 1na 


人 号 ax Pr (2) 2 一 


a2) -一 5 oAPA (2) 二 
太一 | 


= > Ce "< < Ba 
此 乃 表示 任 与 e > 0， 可 取 尺 讽 分 大 ， 使 得 
| st > arpr(s) 
上 式 对 任 一 包 含 于 轧 的 肝 城 记 符 成 立 , 歼 有 
: 和 / | sz 一 三 apk(a) < 
Gii) 由 于 对 任 一 me 可 取 六 适当 大 使 得 
|, spe —|, (三 2 
<((,| 0 -Eap a) (|, ee 
根据 定理 之 第 (i) 部 分 知 ,上 式 可 以 任意 小 , 因 之 


GZ “|, SP 7, 


je, 


Lene- l= 


”定理 证 明 ， | 
” ”2D) 的 一 正 交 就 范 团 数 条 {q， (2)} 称 为 完备 的 ， 如 对 任 一 
画 数 f(z) € 82(D)， 下 面条 件 之 一 成 立 : 

(c1) 有 表示 式 


co 


f(z) 一 之 axk9phCs)， 
k=1 


其 中 44 二 AOLAGH 
Cc,) 车 | fz 一 0, 外 二 1 2 …， 央 必须 .三 0; 


(cs) 著 命 ot 一 | Ja, 旧 


我 们 要 证 明 这 三 个 条 件 是 等 价 的 。 ” ' 
由 定理 2.1.5 (ii) 知 , 完备 性 条 件 (cD) 包 含 Ce3). (cs) 显然 包 z 
售 (cz) ,最 后 只 书证 (ces) 包含 (c1).， 

| 如 任 一 je8 CD)， {pa} 为 〈c?) 定义 下 的 综 备 正 交 就范 丽 
深谷 


Ei 


“一 fTPrz 及 g(z) 一 AgPR(z) 


根据 定理 2.1.1 及 2.1.5 Gi) 知 ， g(z) 在 DD 解 术 ; 由 定理 2,1.5 Cii) 
知 ,必须 


a 一 ,eBee. 
”由 此 知 汪 

: 1 8) Bez 一 0 下 一 1 2,……， 
而 由 Cc2) 知 - 


oo 


=g 一 之 zkptCa 


改 条 件 (cD)， 02), (Cc3) 是 等 价 的 ， 
$ 2.2. 22(DD) 的 完备 正 交 就 范 画 数 邓 的 存在 . 
定理 2.2.1， 若 了 是 5" 的 一 有 界 域 , 则 存在 一 2(D) 的 完备 
正 交 就 范 男 数 系 ， 
证 。 不 妨 假说 也 包含 原 点 . 为 简便 起 网 , 命 


OP:O82. , .Opn Bpit “Tpy 


一 一 一 一 2.2.1 
Gate Oa (2.2,1). 


Slr 


. 和 Opt +pnj C2 
Of1092 . . .OPaf? 一 (fe) . 
: of - f Ozf!*.* .Ozbr /2s=0 


. 6xj 一 0) 一 (2.2.2) 
把 指标 和 组 (pi,，.…, ps) 排 一 次 序 如 下 : 如 果 121 十 722 十 .十 
tma<pt pt .+ p,, 则 命 (mr on) 在 (pi po) 之 
前 ;如 果 zz 十. 十 ms 一 轴 十 : 十 po mn 二 pa “E+ 一 
Pkt 多 全 1) 而 mx 过 pa, 则 命 (mi,:…, ms) 在 (pl bo) 之 
前 . 此 人 外 我 们 以 符号 《m1，-…, ms)*C (pb) 天 指标 租 
(oz ao 在 (加 po) 之 前 ;Co ma) SCpis pa) 
卖 指 标 组 (ml …，mo) 在 (pi …; pws) 之 前 或 者 两 者 相等 ， 
人 以 Be pa 宸 (CD) 的 子 集 , 任 一 f(z) € 再 pop 适合 
下 面 的 条 件 :  。 
O072p 二 0， 车 (zm ,py) CC Cpi, 7 Pn), 
Ofi...Obrp 一 1 《2.2.3 ) 


疡 1 。。。 Pr “ 
显然 《EY 改 Bow tn 是 非 空 的 集合 
| 


现在 我 们 找 一 一 极 小 图 数 h(s) € Ep 使]， 18(z) 1 人 为 最 小 
者 . 比值 命 之 为 4, 他 
A= inf 中 |f (2) [3%, 
JEEP! "Pg ? 
取 一 一 面 娄 和 hi(#) € Er ‘Pn (1 二 了 ,2,………), 使 得 
km|, [hz)l:s = A 
由 定理 2.1. 3 知 ， 对 任 一 于 域 BCD, 任意 z€8， 


2)12 人 ppzCzx) 12 
LA ) < rl REE ) J 


而 后 者 趋 于 EI 当 7 一 co 改 图 数 串 {hu(z)} 在 8B 一 笋 有 


办 因而 成一 下 扩大 ( 必 理 13 我们 以 在 其 中 到 一 子 电 44/ 3 
风光 


学 。 


ee 


使 之 在 DD 收 钱 为 一 解析 图 数 (z) ,显然 4Cz) 6 Bo ms 因为 每 一 
hi(z) €《 Er tr 《定理 1.8.4)， 故 对 任 一 并 域 了 包含 于 D 者 有 


| [42) 人 一 im | ACOIE 
< tm)| Ih l= 4. 
由 于 B 可 以 是 任意 的 , 改 有 0 
: | Dea 
另 一 方面 ， | 
: [14h > 4 
下 | 14Ca12 一 4， 而 hz) 为 Eee rp 的 极 小 图 数 ， 
(ii) 任 一 丽 数 g(zs)egx(D) 并 适合 87.…6mrgr 一 0， 当 
(m1 0 mn) Spi pe) 时 , ' 
(sO Es =0 (2.2.4) 


因为 对 任 一 常数 c，h(z) 十 cg(z) € Bon…pn; 特别 取 


. | hp 
D 


C 一 一 二 


人 ep 


| cg | 给 十 二 | 4 本 二 . 
D DD * D _ 
+ hg 十 | [gl = 
D D 

2 
| hg 
| | gl2s 
D 


这 是 不 可 能 的 ,除非 . 
| 182 一 0, 


S 33 -和 @ 


《ii) 极 小 丁 数 是 唯一 的 , 若 E94 “tw 有 嚼 一 极 小 图 数 hs), 
有 g(z) 一 有 (2z) — hi(z) 适合 (和) 的 条 件 ， 因而 
人 0 
自 
» 
人 | 一 hl 一 0. 
下 p= A. | 
z , (iv》 现 在 为 清楚 起 网 ,以 hb (四 表 EP pn -的 极 小 画 数 
(pi, "sy Pn 0， 1, 2，、 …), 由 (入 ) 知 {ho 2 中 成 一 正 交 ER 系 ， 目 J 
人 和 CD 大 Ca 一 0， 如 有 一 关头 g 


者 命 
太 p (z) 


(| sc 


旭 {pa-esCa} 成 一 SCD) 的 正 交 就 邦 画 数 系 ， 现在 证明 此 条 是 ， 
完备 的 ， | . ; 
发 Ca) 为 任 一 人 2(D) 的 图 数 ， 作 图 数 


fpr: pu) 一 人 ceogoirmaCe， 


《pz1 mtp1s” “sp pn) 


9 一 


其 中 apm 的 选择 使 得 jn(s) 适合 下 面条 件 。 
7 
当 Gm ms) ECp1s ,pa). (2.2.5) 
这 是 可 能 的 , 因为 由 (2.2 .5) 所 得 的 方程 粗 中 ， pm ， 之 系数 所 成 
的 郴 数 行列 式 不 为 雾 . 
， 由 (二) 知 z 
人 oem 一 1) Pm.mz — 0, 


| 四 (19 7 TR2) Sp1, pn， 


. | (Paggn Pq-gn 1) Bm.m Ee 


*O 4 *。 


一 gmp 一 人 /mm 一 一 0 ， 


am am 一 人 太 历 。 mw (2.2.6) 
车 从 
q (2) 一 >, Cp po Ke) 
prs pn™l , 
旭 由 定理 2.1.1 知 、 
,> eb), 各 
>/ 4 pi* “Pn 


由 定理 2.2.5 知 , g(s? 在 万 为 解析 工 且 
a(z) 一 lim 1 for- wn(2), 
pn— 0% . ， 
根据 条 件 (2.2.5) 知 ， 当 《ri mn)S(pi,， pn). 时 ， 
Om . .OTngn 一 各 873o 甩 on 一 Or + Oraf, 


”此 郎 z 
Oa) ) — ( Br fa | 、 
Ozr1: ， “Oa 2=0 Og- 。 ‘Ozan 229 > 
m1 *** mn 一 0,1, 

此 乃 表示 必须 
f(z) = 6 一 >, - ap popakz)， 
pir""»pr—0 
其 中 根据 (2.2.6) 


Hp1*pn Ce f Ppr-pnz 
因 之 {poe (及 }】 是 (CD) 的 完备 正 交 就 范围 数 条 ， 定理 得 莲 、 
在 上 定律 的 证 明之 始 , 我 们 鲁 把 指标 租 排列 成 一 个 次 序 ， 我 
们 可 以 按 此 次 序 以 一 个 指标 志 此 完备 正 交 就 范 条 , 邵 
人 De 
”值得 注意 者 , 上 面 定理 之 证 明 包含 了 ;可 在 原点 附近 选取 一 完 


+ 33 。 


备 正 交 就 范 系 ,使 得 在 原点 附近 的 展 式 为 


os) 一 “十 dD 十 am za 十 afz? 十 a gt ‘aD 0 


2 
Pi(z) 一 ai zi 十 四 ta wrt ot t aedwizat " .iisSE0; 
Pn(z) 一 4s gn 十 atf st 十 a zigy 二 "a 0 
_- ft) (ntl .tl 。 
: Pat+1(2) 一 1 十 Ci zz2 十 Ge 于 0; 
2 ) 一 > 2 十 3 。 
pez(z) 一 Ze 十 ,a +) 10; 


和 


又 若 在 SCD) 中 定义 内 积 为 (f, 8) 一 | 8z， 范 数 为 | 一 


4 |f|?s | ， ， 划 成 一 Hilbert 从 于 定理 2.1.5 (ii) 与 定理 2.2. 1 分 


别 蒜 明 宅 是 完备 的 与 分 高 的 . 
现在 还 没有 解决 的 问题 是 : 在 什么 条 件 下 一 揽 朋 拆 流 形 ?上 
也 存在 完备 正 变 深 ? 
$ 2.3. 核 画 数 . 设 {9xC2)} 为 有 界 城 D 的 2(D) 的 一 完备 
正 交 条 (以 后 蚤 称 域 思 的 完备 系 ). 命 
KCz, 5) = Dl pe BED, z€ED, CED 


尺 二 二 


这 称 为 域 也 的 核 图 数 . 由 定理 2.1, 1 知 ,这 是 * 与 《 的 解析 图 数 ， 
核 夯 数 有 下 列 的 性 质 : _ 
定理 2.3.1。 如 果 一 (ozt)ED， 旭 天 (z， 7) > 0. 
还 序章 {qxC2)} 在 D 内 疫 有 公共 等 点 ,这 是 显然 的 ， 因为 任 一 


f(z) € 2(D) 能 展 为 f(z) = optCa。 如 果 pi(z) 〈& 一 ol, 


“Mz 点 为 公共 雳 点 ， 刚 几 f(D 0. 这 是 不 可 能 的 ， 因为 Ka 二 < 
仍然 属于 SC(D), 其中” 为 任意 常数 . 
- 定理 2.3.2， 若 六 E2(D), 基 对 任 一 点 (各 :ye ED， 
Ose (23.1) . 
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Omit"tmaf(2) -| 人 maiT TmaK(¢, 3 | 
一 一 -~ 一 一 一 -二 一 2.3.2 
日 z 生 ，， 昌 z7 1 ) Or “Oem . . ) 


不 。 把 f 作 z) 展 为 : 
7 > pe) 
我 们 有 | | 

lm | | f(z) 天 (z 3)2 一 > ah) 一 


| 


mj ole» -Enns]:|< 


N 2 
Ed 辐 | _, 四 og 
< lim (| [Re z) 之 Pt) DCS) | 


x (人 re) 


上面 未 式 之 第 一 个 因子 据 定理 .2.1,5 是 趋 于 雾 的 ， 由 此 知 (2， 3. 1) 成 
了 立 , 同 法 可 诈 (2.3 2) . 


定理 2.3.3. 设 ; 为 万 中 一 定点 ， SpE 8> 为 BCD) 中 适合 条 : 


件 
一 /CD =1, zeD 
的 图 数 类 中 的 极 小 图 数 . 
话 。 如 时 fC2) 二 1, 则 由 定理 2.3.2 知 


t= OF=||sr Orc, | 


< 人 TD 人 IE DI = KG, 5 Ha 2, 
下 用 表示 


~、 1 
2 2; > 

人 7 > 元 

但 是 

| (5 2) KC#,7)” 
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放 C25 是 医 合 所 发 条 件 的 极 小 国 数 . 
| 天 (z 7) 


定理 2.3.4. 当 z 二 6 时 ， 域 DD 的 核 陋 数 能 定义 为 
K(z, g) 一 sup |&(z) |?, z€D, 


。 其 中 妇 代 表 一 求 数 类 , 它 的 任 一 求 数 (z) 在 D 解 析 并 适合 
z | [a(z) 1% 1. 
,证 ， 命 | 


显 冕 (CD)6E 万 , 故 
天 (z，5) 一 oP < seplsCOF 


如 果 hz) €H, 期 由 定理 2.3.3 知 


2 12(z) | _ 1 . 
SAC 一 工 < 
人 GE | ie 
D 1D 六 (入 
< 1 ok(z, 2). 
| ， 2) ? | 
pl K(z, 2) : 
此 乃 表 示 四 


K(z, 2) 之 sup [pCz) 上， 
履 K(z,#) 一 sup| h(x) | 


由 此 定理 知 , 天 (sz, 3) 与 域 马 的 完备 孙 之 选择 无 类 ,再 由 定理 
2.3.3 及 定理 2.2.1 的 证 朋 ( 阁 ) 中 极 小 琅 数 的 哗 一 性 知 K(x， 6) 亦 
与 完备 柔 之 逃 择 无 关 ， 、 

双 由 此 定理 知 

定理 2.3.5。 设 黄 有 界 域 DD， 与 D; 适合 ， DicDs 其 核 落 数 分 
. 别 为 Kopi(s， 8) 与 Kp,(z, 2)， 则 

Kpi(z，5) > Kp,(x, 2), ED : 
”定理 2.3,6， 训 Di 与 D; 分 别 是 空间 C? 与 C” 的 有 界 域 ， 了 
» 58. 


、 
为 其 拓扑 积 Di x D,， 则 域 思 的 核 图 数 等 于 域 Di 与 域 D; 的 两 核 
. 证 . : 发 Di 在 z1,-…, zx。 空间，D; 在 9 ， 多 十 加 空 
间 ， 4 一 (m4 …， zatm)， 我 们 首先 证 明 : / 

(i) 车 Az) € 2D), 基 对 固定 的 

《zi ***, a) ED, fz) EL(D,), 

实际 上 ， 可 取 阴 多 贺 柱 (Czy, zw)，r)CDi。 对 任 一 点 

(Er “1, , Es+m) € D,, 根据 定理 2.1.3 有 
(zi ny Ears Entm) | - 


1 2 
< 一 | | CC ， 四 Cn) Ent1y “”*", Estm) [6. 
NT ri Fn P(r ss 7) . 


命 ;是 包含 于 也 , 的 任 一 六 域 , 旭 
|; ‘f(a, “> sz Cnti, "ys Estm|€ = 


< 二 过 ICE 
TY1 rn Vv DIixDa 


由 于 B; 可 以 是 D, 中 任 一 阴 域 ,这 证 明 了 /zi 2 1 
tm) 对 变数 E 属于 SCDD) 
(ii 命 域 D, Di, D; 的 核 夯 数 分 别 为 

天 (2 zarm Ci > Cntm) > 

Ki(x1y. 7 as C19 *** Cn) 
. Ks zal “9 Tatmy Cl ”3 Cntm). 
根据 定理 2.3.2 知 , 当 (ny stm)s (Ci Eom)ED， 
Kilfi,***, ta, C,, Gn) Kfar ,totm Cntis “* ,Cntm) = 


一 | Ki(z1, "yy ny 61， ” ”> Can) Ka zat1y “5 
Stim y Cat1, ”" > Catm) Kl, ZJ)5 一 


=| Ki(z1,: "sy ps C1, “"*S a ) TT ao 人 K(i, 2)X 
、 1 : a=l1 Da 7 


天 十 9 


并 K,( 2 “二 Ci "ys 6 [J dxadva 一 


不 一 并 十 二 
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一 天 (五 … tatms C1, “3 Crm). 
定理 证 朋 . z 
定理 2.3.7， 和 若 有 一 解析 变换 了: 
wi 一 pi(s) ,wn 一 Pale) 

所 有 四 碟 避 … 轴 为 有 办 D1， 则 域 DD 的 核 图 数 上 (z,5) 与 域 
Osi, tn OE1, ,En) 

6(z an) OF, Cs) 
其 中 6&4 一 ga(6) (a =1,.…,7). z z 
证 .。 由 定理 1.6.6 知 , 变换 了 7 之 丙 数 行列 式 不 为 喜 。 由 定理 
1.3.1 A 、 


天 (人 z ， 6 ) 一 Ki(w, é) det 


| det Cs 
| Olw1,:**, wn) | 
此 乃 表示 如 果 f(z) E82CD), 则 (2(w)) der HE Ee 属于 


13 "> tis) 
SCDD， 如 果 {x(z)} 是 SCD) 的 一 正 交 就 范 画 数 系 , 则 
Q(z1, ““ "3 六 ) 
{prCsCw)) det Be | 
是 CD 的 一 正 交 就 范 图 数 系 。 此 外 ,车 {pxCz)} 对 AD) 是 完 
备 的 ， 到 


wv (2.3.3) 


{pCaCew)) det 全 ea | 


1» “” > tn) 


对 (D1) 亦 然 . 实际 上 ,只 要 让 明 : 车 任 一 /ww)E PCDD 且 适合 


| TI Bee aa 二 0, 《2.3.4) 


. wis ***, wn) 
R= 二 0,1,.'*., 此 | flw) 三 0, 
由 (2.3.3) 知 ,《2,.3.4) 朗 


|, [ri ，…， wa) oles ee Ors)2 = 0 


Olz1, ”” "9 Sp 


一 0， 1， 2， “3 fF(P1C2) sys: ”3 Po(Cs 2 ) 本 -tn 


(zi，- ” - ,Zn) 


。 60 。 


属于 人 (CD), 而 {px(2)} 是 完备 的 。 因 此 


- Ow ** » tx) op : 
Pi(Cz)， “， Po)) ABC i = 0. 


OC 04, + wn) 
日 汪 0 ， 本 / 0. 
AO(z1, ”” ”3? za) 广 改 i( ) 二 
. 由 此 知 Di 的 核 图 数 为 
Kilw, &) 一 


_ ~- 8(z， “” 2 ) OCF1, + ““ ,Ca ) _ 
四 ww) > “> 》 一 
之 Daa ) Pree) Olw1,: “ ”3 sn) OEé,, 2 En) 


一 EL” 严 Ol si， (C1, "“"“"*, Gn) 
= K(z, €) OE el ?ne ， 
Cs ®? Bw “3 ts) 5 ““ > 


人 负 
rs | za < 72 [ol or 
的 完备 采 为 
ee 1) “小 - (2.3.5) 
rzrmt! rnttl) I : 


而 核 画 数 为 
KRCz5 人 一 


GD 超 球 
[zl 十.… 十 [zs 
的 完备 系 为 
| gy : 
(x rtmt "tnt “11 sn 
(2.3.7) 


而 核 琅 数 为 


K(x, EF) = C23.8) 
2 @ ae 十 Sm 


ss 61s 


读者 就 自 证 之 ， 
§ 2.4. 模 小 网 十 发 刀 是 -~- 有 界 域 ， {qi(z)} 是 ep) 的 一 
.完备 正 交 就 范 采 ， 设 f(z) 《8X《D)， 央 能 屡 为 


. / fz) 一 = axPr(2) ， (2.4,1) 
其 中 | i ~ 
=| HDD 242) 

我 们 要 找 -- /2 ,使 得 a 适合 条 件 四 
三 。 apAvk 一 bs 人 = 一 1，:……，N) (2.4.3) 


其 中 {avt)veioy 是 六 租 已 与 的 复数 ， 适合 | ooxl2<co(p 一 1， 
不 ， 


”和 N) 且 下 面 的 NXN 方 阵 为 非 录 : 
荆 3 nant / : 
A=| :| 和 : |; (2.4.4) 
bp ”“ > CNAGRNK 
而 bh，……， by 为 任意 已 与 的 复数 ， 此 外 ,人 jj 之 值 为 极 小 ， 
”由 于 {ga(2)) 是 完备 的 ,; 故 | 
rp Ea 
应 用 Lagrange 待定 因子 法 ,我 们 在 公式 
> gah 一 > bb (三 giavk — 6 ,) 十 元 全 2 一 5, ) : 
中 对 机 微分 ， 再 命 上 式 为 雪 得 | | 
z 3 Ra a 
Ga 四 


s G02 。 


丸 ”六 _ 
之 之 apkdvk 一 be» LL 1,..…, N. (2.4.6) ， 
命 (2,4:4) 的 方 障 之 元 素 为 Cr 一 之 “ ko LL, » 一 十 ， * “5 N; 又 谷 
| CH * ‘ai DA ‘Qin 
A, -一 "sees (2.4.7) 
CCNIE “ .wwe DGwco4D- “QCNN z 


及 ， | 
.6 = (bs, by), (2.4.8) 
-我 们 通常 以 B 表 矩 阵 了 之 是 换 , 划 (2. 4.6) 有 解 


人 — (一 De 和) ， 1 二 工 > 。 N, (2.4.9) 


detA . 
此 处 det4 于 4 的 行列 以 上 式 代 入 (2.4.5) 得 
__ 5 一 1 det(b'， Ay ) 7 
a > (一 1) i te (2.4.10) 
因 之 所 求 之 极 小 图 数 为 
f(z) 一 Diprl®) 一 > (一 oa 半 > ce ， 


车 命 本 

p60) 一 ( 己 wape(a，…， 王 auapt(z))， (2411) 
k=0 R=0 | 

”期 


六 


1(z) 一 qd 、 ec 人 Pz 人 Mad tA 四 (2.4.12) 
而 极 小 值 根 据 (2.4.5) 及 (2.4. 5) 可 得 | : 
人 1 mp lr — aT bart = 
= 二 全 v=1 


3 3 a Nb, 一 


vl | v= 1 


f 


Ny 一 -一 
-和 ( —1)"! det(2 9 A,) pb 
det A 


JP 


故 有 (注意 A' = A) 


- 0 Zz 
- de ( ， ) 
: p A 


: 上 Ll (2.4.13) 


ee 


定理 2.4.1。 有 唯一 的 82(D) 的 极 小 图 数 f(z 一 之 a PECz) 


”适合 条 件 (2.4. 3) 与 (2. 4.4), 且 此 图 数 能 以 (2 4.12) 表 之 ， 而 其 极 小 
值 为 (2.4.13)。 
现在 只 要 证 朋 解 (2;4 .12) 是 唯一 的 ， 各 为 有 一 解 


(Ca) 一 三 “Pt 
| 划 CR 适合 


oo 


DS crgr = b,, D5=1,2,.*….,. NV, 
大 = 二 0 : 


由 此 及 (2 4.5) 知 


之 ck 《ck 一 ax) 和 之 各 己 (zi — _ 一 


上 一 癌 也 二 昌 


改 奋 有 一 ak 和 Ch 则 
| 三 | 一 己 | ax 十 Eleafan (olat— 2D}1> 


> 三 | ax |7. 


这 是 不 可 能 的 ， 因此 所 有 的 dr 一 ck Ck = 0, 1 
现 举 一 例 ， 设 i 为 域 DD | 的 一 一 固定 点 ， Wig > ”3 为 一 组 不 全 
为 震 的 复数 。 求 作 一 (DD) 的 李 小 图 数 1(#)， 在 £ 大 适 合 


“64. 


f=0,， 2 m=l, (2.4.14) 


nl] Fa 


如果 Ka 一 -一 > gi Pr 2), 此 条 件 即 


、 三 spi(D) = 0, 三 。 3 90:0 1 (2.4.15) 


驴 于 


车 和 们 选取 从 标 使 :一 0 及 {PY 为 §2.2 之 未 所 写 的 形式 , 则 
不 难 谣 明 相 应 于 (2. 4-41) 的 方 阵 4 是 非 蜡 的 ， 
于 是 根据 定理 2.4.1, 烃 计算 可 知 , 极 小 夯 数 为 
Ke 站 TKDE KG, D THRED A 
fz) = OO Oa = 94 ， 


[天 (z， 2 3 OO log K(z, 2) nap | 


,B=1 OtaeQEp 


(2.4.16) 
人 而 极 小 值 为 | | 
| Ta | 又 = (2.4,17) 


一、 ~ Olog K(t, 1) . 1 
K(s,7 > 
. | sR O07p 


其 中 K(z, 1) 为 域 D 的 核 国 数 , 

塌 设 25<25 Di: 是 有 界 域 , 妈 凡 2(D) 的 图 数 必 属于 g2(D). 

~ 故 有 

定理 2. 4.2。 车 pcpDy 而 hp 是 23(DD) 的 适合 条 隆 C2.2.3) 甬 
极 小 画 数 之 极 小 值 ,而 op, 是 人 CD) 的 适合 同一 条 任 的 极 小 图 数 之 
投 小 伍 , 旭 最 有 hp 三 人 D | 

$ 2.5、Bergmann 度量 。 褒 妃 为 有 界 域 , K(xz,7) 为 其 核 画 
数 ， 我 们 命 | 


. , 
TB(z, z) 一 Olog Klz,2), osB=1,.*',n (25.1) 
| : .OzaOzp 
及 四 
TiC2, 2)°:* Taz, 2) 
T'(g, B= 了 |， (2.5.2) 


T'sT(%， 2)** "Tal 2) 


+ 65 直 


杂 一 - 全 


”这 显然 是 一 iermitian 方 休 ， 序 有 寺 ' 一 工 。 
我 们 称 方 障 了 为 域 万 的 度量 方 阵 , 而 称 二 次 微分 式 


ja 一 S' Ta 一 deT2 (2 5.3) 
a:B=1 


为 Bergmann 度量 ， 其 中 dz = (dai1, ** Zs) 天 一 1 纵向 量 。 
定理 2.5.1. 一 有 曙 柜 忆 的 度量 太 闻 T(z, z) 在 DD 中 任 一 点 
z 是 定 正 的 . 
证 。 取 任 一 点 :€D, 由 上 节 之 公式 (2.4. 16) 知 ， 有 一 适合 条 件 
《2.4.14) 的 极 小 夯 数 f(z) ,其 极 小 值 为 
pp 
和 天 Ce i) >, TBC Bua 
as,B=1 . 
由 于 0 < | 用 又 二 oo0 及 天 (下 之 0 (定理 2.3， .可 知 对 任 一 
租 不 他 为 办 的 复数 ， xz = (uy ***, tn), 


S 了 Rb 7)zxpazxkp 一 uTHu > 0. 


= P12) mn 一 oa(z) ， 
是 一 把 有 界 域 D 一 地 陕 为 一 有 界 域 D1 的 解析 变换 ， 旭 域 DD 与 虐 
_D1 的 度量 方 障 To(z， 下 与 Tp.(w, w) 有 下 烈 的 关系 ; 


Tp(z， 2) = OY Tp (ao 而 2.5.4) 
Oz 
Bw | \ 
其 中 一 一 家 一 Xz7 方 阵 
Oz 
Ow , Ows 
Oz Oz | 
Ow _|. i 一 Ga wn) (2.5.5) 
Oz -. Ow + Own Oz1y >, Ta) 
Ozn Og, 


» 06* 


让 命 KpCx, Zz) 与 pC, w) 分 别 为 域 D 及 1 的 核 本 
数 ， 由 定理 2.3.7 知 


log Kp(z, #2) = log Kp,(w, w) 十 log det © 十 log det 0, 
Oz Oz 


- ~ O’log Kp(xz, g) _ ~ O’ log Kp (lw, Ww ) QQ Ow, : 
OzaO2p A ml Owi0rw, Oza 9zp 
由 此 得 定理 . : 


定理 2.5.3. 屋 上 为 有 界 域 刀 的 一 点 ， 命 E, 代表 在 域 忆 解析 


的 函数 类 ; 其 中 每 一 画 数 h(x) 适合 下 面条 件 

AD 一 0， (1412 < 
盎 DD 的 Bergmann 度量 zz 在 ¢ 所 部 改作 
5S dhe), ze | 


a=1 Za 


11 
RY) (2.5 6) 


和 


cp(s) 


2 
时 
ZE 


dr 一 sup 
AEE, 


证 ， 命 4 二 (m1，…, us) 为 一 组 不 全 为 雾 的 复数 ， 命 
F(z) = {uT(s, Pu )3/C2), 
其 中 f(z) 为 由 (2.4.16) 定 义 的 极 小 丽 数 ， 由 (2.4.17) 知 
1 


一 sup 
FEE 


i 


” Ne 
又 由 (2.4.16) 知 ，FQ) = 0， 因 此 8 E 已 ， 故 
SBFCz) _ O82) 
之 Oza " zt Sp a=1 Ox “| 
“ 另 一 方面 ,由 (2.4.16) 可 得 
| Ga) ss。 | z 一 ob 2)a’， 
、 =1 Oza 2 一 ! | 
故 有 + = 
wT 下 到 委 < sup| >, Oh(z) 2 (2.5.7) 
aml Oza 12=} 


但 如 采 hCz) € 了 则 函数 
， 67 ’ 


™ 


(x) 
| < 04Ce) ,| 
[之 Oza jx- 
适合 条 件 (2.4.14)， 因 之 有 
wm ©4(z) wb 
和 | 三 2 Ka < ql Oza TE = 一 
a Or KG, D) 4Ce 1 
-a 
K(#,7 地 ~ 
(#,2) PD BD O4(z) | : 
a 二 1 Oza 3 
1 A 
<res tO = De 
上 式 对 任 一 h(x) € 8 此 成 立 , 因 此 
: pz) | a z 
Se 之 8 ta 用 Tt, Da. (2.5.8) 


由 (2.5.7) 及 (2.5.8) 得 知 
3 h(x) py ? 


a=1 a 


. 专 
uT(t, fH = sup 
a mm 


et 


把 wa 换 为 zx, 即 得 定理 ， : ，, 
”现在 我 们 命 工 的 道 方 障 T-! 之 元 素 为 TY(4, y==1,-……, 7)， 

双 命 

TD BT OT,s 


ra ， (2.5.9 
Oz.08p 也 ， 号 


RaisB — Raxip» Ratup 一 Rrra, 


对 
侣 


个 


wz, dz) 一 pa RianBlz, 2)dza dz dzn dzp; (2,5.10) 


& :ZE 一 
这 称 为 本 四座 型 ， 又 


+ 68" 


Q(x, dx) 一 wr, dz (2.5,11) 
{dzT (xz, Ca ] 
称 为 域 DD 在 2 点 的 对 向 量 dz 的 西 曲率 . 
者 我 们 定义 对 一 短 人 的 微分 为 对 此 矩阵 的 各 元 天 微分 后 所 得 
的 短 障 , 划 (2.5 10) 可 书 为 ( 这 里 2 dss ©, d= Fas 0 ) z 


a=]} Oza “=} “ O26 


wl(z, dz) 一 dz 一 adT 十 CT TICT )dz = 
二 一 - dz[d(dT : T-)]TaAz, (2.5.12) 


因为 CT 一 一 一 TAOT IT 
定理 2.5.4. 发 解析 变换 、 
一 Pi(g)，， 一 Paz) 
把 有 办 域 思 一 地 陕 为 一 有 界 庆 1 D， oC dz) 与 wpilw, dw) 
分 别 是 域 局 与 Di 的 丁 四 次 型 ,; 则 有 
WD1( ww, dw) = wptlz, dz). 
证 。 显然 有 
dw = dz Ow 
ez 


其 中 82 是 由 (2.5.5) 定 义 的 方 障 ， 根 据 (2.5. 人 有 


ZT = 2 zw ， Tp Ow ,Ow dTp,« Ow 
Oz | Oz oz Oz 


| 过 Bo -1 rr 人 zi 
AT .人 了 一 马帮 好 Di 。 Ta (ae) 十 4 一 w. (ou 
” ° 了 TB Oz Oz \Oz/ 


2dTp . T50 = Sw CaTm : 751!) (2 
. | Oz Oz 
由 此 知 


2ATDp* TOTD 一 2 dTD, * THD TD, 2 
， Oz _ - Uz 


2 


ss .， 


dvd(dTp* TH)Tod# 一 dwa(dTm * TH) Tpidw". 


| 
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定理 旋 明 。 
定理 2.5.5。 有 界 域 刀 的 西 曲率 怀 和 2. 
证 . 命 {pr(z)} 为 $(D) 的 - 一 元 备 正 交 < 就范 条 以 K(z ,2) 


3 1pi(z)|? 代 大 (2.5， 1) 可 得 


k=0. 
， Tg, g) -一 
他 _ 
_ 1 ( Op ba Dp _ Op 
开打 zz) 之 Ft Oza F Oza Ph ge Ozxp. - FL Ozp ) : 
ga,B=1,:: “> 7 (2.5.13) 


把 指标 偶 (7， Wa QQ 二 有) 安排 一 次 序 (0， 1) (0， 2)， …， 而 以 一 个 


ui (2) = Palz) Pe — pi(z) Pee, 2.5.14) 


其 中 


m=1+ (天 — 1). (2.5.15) 
| 2 1 、 pd 
又 命 yy z 
zz 人 。 lt 。 网 . 
N=|.-.. i . 。 (2.5.16) 
AD zc. 加 


这 是 一 有 限行 无 穷 列 之 矩阵 ， 其 元 素 芝 为 在 刀 解 析 的 西数 ， 于 是 
《2.5.137 可 书 为 


T(x, ZJ) 一 i _NN 《2.5.17 ) 
K(z; 2) | 
命 四 
| Ti 一 NMN，1 一 天 (zz，z)， (2.5.18) 
天 (2,5.17) 可 书 为 z - 
由 计算 可 知 


daT, 一 Zi .IT = 
一 CT 一 2 TI + MTAd1o0g). 
以 人 一 ea z) 代 入 上 式 ， 大 以 (dzT dx 9) 的 下 有 本 者 ， 


"70， 


U 


便 得 _ z 
一 —1 IT _ 了 一 LT 
aT1* TaTi __ K2Cx ,2) dT TdT 了 一 十 
(dzTdz'). . (dzT adz’ )? ' 
2K% 5 了 
dzT dz” 


cz, dz) = 2 — dT 一 2T THATDdz’ (25.19) 
K(x, g)(dzTadx’ )’ ”| 

由 (2.5. 18) 知 , : 

dz(dadT, —aT! TTIAT) dA’ 一 
— dg[dNdN’ — dN . N'(NN’)-INGN’ laz 一 
一 lxdNV[Ic) — N(NN -NIaAN dz = : 
~ dzdN[1™.— N'(NN’ NI NCNN NY ja 之 
之 0， 


”其 中 Ten 表 无 旁 行列 的 么 方 陈 ， 即 只 只 有 对 角 线 上 之 元 素 为 1 而 所 


有 其 他 元 过 为 第 者 ， 由 (2， 5.19) 可 知 


jz, dz) 二 2. 
定理 证 明 ， | z 
人 鲍 。 Qj 多 贺 柱 P= {zi| 二 1,…,|zs| 二 1) 的 Bergmann 
度量 为 | z ”| - 
J = 2 1dz1|? Pi | dz, 1? | 
(a -la pdt 23.20) 
因 之 酉 曲 这 为 : : 
. aml [dx] ， 
Q(z, dz) 一 -son 
(r+ | + 一 | ai z 


“(11) 单位 超 球 5, 一 人 si 十 十 EA ‘< 1} 的 Bergmann 
度量 为 : 


71.9 


六 


> (1 一 >, zel? ) > [dzsl? 5 zdze) 
— (zz 十 1 7 a=1 一 "a=1 ， 
1 一 zol? - 
pA 
(2:5.22) 
因 之 男 和 曲率 为 
四 2(z, az) 一 一 一 = (2.5.23) 
命 - 
Ri = 区 宁 < Ra (2.5.24) 


?一 


这 称 为 域 D 的 Ricci 张 基 ， 1(2.59) 可 知 、 


RE 一 一 > 人 3 [2-( pA r7*)| Tz 


做， 只 一 一 2 一 1 Oz 
_ 8 ( 3 To z=") _ -2 ( 1 OdetT\ 
Osp \ ,gs=1 Oz, Ozp \detT Oxz, 
因 之 Ricci 张 最 可 以 书 为 > 
“log det: det7 
RE 一 一 2.5.25 
zzp ) 
由 此 及 定理 2. 5.2 易 知 


定理 2.5.6。 者 有 一 解析 变换 ws 一 pa(z) (4 二 1， + 7 
把 域 马 一 一 地 映 为 一 有 界 域 Di, 而 R 为 域 Di 的 Ricci 张 量 , 则 


Li 


R= SD RY Dwr Owa - (5 26) 
4a=1 < Oz Ozp . 
域 DD 的 Ricci 昌 认 定义 为 
> Rapdzadzp 
— -一 一 . 四 (2.5,27) 
> Tagdzadzp 
aB=1 


: 由 (2. 5.1) 及 (2.5. 257 知 ， 上 和 式 可 韦 为 
dd log detT : 


= 。 2.5.28 
ddlog K ( ) 


® TF 


$ 2.6. 测 地 楼 下 :9 与 < 为 有 异 城 的 任 两 固定 点 ， 计 
此 其 点 有 在 DD 内 的 曲线 C : 
= zat), £ 为 实 参 数 ， = 1,..*"*,n, 
其 中 sa 是 :的 在 和 < 委 < 扫 得 中 有 二 阶 连 各 微分 的 国 数 、 
"并且 
， so 一 gat), xz 一 My ~. 
曲 黎 C 对 于 Bergmann 度量 的 长 度 为 


i 


红 二 
5 一 人 ds 一 | | >, 了 一 二 dz azp|” dr, (2.6.1) . 
C Mtg ayB=1 -~ - 


dad: dt 
为 简便 起 兄 , 命 
. 站 dza 一 .。。 一 加 > 1 
而 书 (2.6.1) 为 
s 一 上 p(x, 8,2,3)dt, - 、 (2.6.1)" 
假定 有 另 一 在 中 的 过 za 与 xz0 的 曲线 C*: 
gu 二 = za 人 (z) 十 ewi(t), eo < t < ft1, z 《2.6.3) 


其 中 。 为 一 无 穷 小 变量 ，w(7) 是 上 的 有 二 阶 连 笑 微 分 的 画 数 ,并 
日 
Walto) 一 wet) = 0, asl a (2.6,4) 
曲线 C 之 长 度 为 + 
. 一 yo at, | 

两 曲 纵 C 及 C” 之 长 度 之 适 为 

o “一 | [Plz*, 2*, 2*, 2*) 一 pe, Fs 2, 5)]di, 
把 上 式 积分 号 下 的 丽 数 以 Taylor 级 数 展开 之 ,得 


o™ 一 一直 六 [8 we 可 +o2 on + a9 sa | 
“B=1 CO%B .Ozp OzBp Op 
十 SR 


应 用 部 分 积分 有 


we 73 。， 


cc | (22 一 -二 SP) wp 十 (5 一 二 5 oe |2 
Ozp dt QZ Ogp dt Oz 
十 @ RR,. 
如 果 曲 线 C 有 如 下 的 性 质 : 对 任意 的 op(z)， 上 式 。 之 采 数 二 


为 圭 , 换 车 之 ，xalt) 适合 微分 方程 租 


to ps1 


Op Z Op 
CCP 4_ IP .0 = 1, .+*., 7， (2.6.5) 
DOza dt Ozp 上 加 | 
则 C 称 为 域 万 的 对 于 Bergmann 度量 的 测 地 黎 ， 
由 (2.6.2) 可 知 
一 Br i 
Go a,B=1 Ozr 
Ozy 2 as 
a 
及 . ， 
4 71BT 了 了 | 867 了 、\ 
T zea SE ze) 2 
4d op _ 之 了 7 十 人 
dt Ozr - 2 Cs 、 ds : 
oz. dt | 
> T asa 
ui d’s 
2 2 
2 (去 di 
a 


人 家村 0 之 tf 一 s, 划 有 
< To 了 ay  。 
>, Tayjga 十 >, FE ‘a. 


3 2 +> [- B=] 


Lp 


ds OOzr 
以 2774 冬 上 式 , 并 对 7 从 1 至 + 页 加 之 ， 便 知 测 地 入 方程 可 书 
为 如 下 之 形式 : 
ait | ST fda dp 0 1 一 本 
2 十 之 ， Tg 了 0, =1,.……， 2 (2.6.6) 
hp = DB TT OT (2,6,7) 
OQzp z 


Ya 


，9 .74 ， 


”定理 2.6.1。 设 解 析 变 换 : 。 
| pa 人 (sw 一 To 天 

把 域 DD 一 一 地 映 为 一 有 男 域 D*, 而 C 是 域 忆 的 测 地 和 线 ， 于 C 之 上 映 
象 C* 是 域 D* 的 测 地 缕 . 

证 ， 域 忆 的 测 地 线 C: 

5 c 一 1 ,7 

纸 变 换 了 有 贞 为 C*: | 
一 ps，w 一 1，， . 7 
由 于 Bergmann 上 长度 3 是 不 变 的 (定理 2.5.2) ,我 们 只 和 须 证 明 2 (s) 
.适合 微分 方程 : : 


ds’ a B=1 ds ds 
其 中 . 
< 四 S77 Be 
r=1 QO%p 
而 了 8 为 域 D* 的 度量 方 阵 之 元 素 . 
根据 假设 ,zaCs) 适合 微分 方程 (2. 6.6) ， 实际 上 我 人 要 证 明 
方程 组 (2. 6. 9 地 解析 变换 了 不 变 ， ' | 
根据 定理 2.5.2， : 
co 了 所 Ga Ogy 
Tu 一 v7 一 -一 ， TY* 一 T 一 2 人 
“ 本 之 ， “ Oza Oxzr ,之 “ Ozr Oze 
由 此 ,你 计算 可 得 : 


/. 7 2 a 
人 
另 一 方面 ,， . / 
tt Fr Or Hot } Ow dz? da 
dr Os dr ‘oT OrsO8, ds ds ‘ 

“由 上 两 式 及 下 面 之 恒等式 : 


(22)=— Oz Os) Oza 人 xp 
xs 人 DOzr 


war-1 OraOzp Ov Ozr Oro 


s F755 。 


可 得 
十 Tp za dzp -一 
ds a ,B= ‘ds ds 


二 A 712。 1 党。 了 学 水 
(| 
ds’ ,bp 二 1 Qs ds™ 人 zx 


上 式 左 赠 等 于 零 ,而 ( 2 ) 之 行 烈 式 不 为 区 ( 定 理 1.6.6) , 故 ,必须 


， 从 、 
Ce dz dx 
—— 十 > 六 a 一 一 二 


. ds RAT ds ds - 
此 为 所 欲 让， 
$ 2.7. 单 参数 的 解析 变换 蔓 .. 设 有 依赖 于 一 个 实 参 数 + 的 二 


族 解 析 变 换 : z 
i zt = Paz;t), a=1l,,n, lt|<r, (2.7.1) 
对 每 一 + 值 ,变换 (2.7.1) 组 是 把 有 界 域 DD 一 一 地 映 为 自己 ， 此 外 ， 
设 galz; t) 适合 下 面 的 条 件 : 

(i) Balz; 是 变数 xz/， ,zn 及 二 的 连 入 图 数 ， 对 变 履 
xs Palz; 避 ) 是 在 域 DD 的 复 解 析 阔 数 , 对 实 参 数 1, palz;z) 
是 实 的 解析 画 数 ， 

(ii) (2.7.1) 的 所 有 变换 成 一 价 ， 项 且 有 

pa Pl; 0; = Palz,s 二 6), Palz; 0) 一 za 人 7.2) | 
于 时 (2.7.1) 的 所 有 变换 称 为 单 参 数 的 解 析 变 换 春 “而 称 域 容许 
有 一 单 参 数 解 析 变 换 合 . 

定理 2.7.1、 单 参数 解析 变换 价 (2 7.1) 必 定 适合 下 面 的 常 微 

分 方程 组 ， . 


: dst 一 人， 02.7.3) 

其 中 8.(x*) 是 只 包含 ot 2 的 在 DD 解 析 的 图 数 . 

证， 根据 假设 有 

~ 1) 单 参数 解析 变换 至 不 一 候 事 适 会 (2.7.2) 的 条 件 。 这 里 定义 的 曹参 数 解析 变换 
恒 对 参数 已 色 取 了 标 淮 坐标 ， 


wr 


s 76 。 


-也 下 


pa 


Pal Pz; ;= Palz; #1),. 


对 + 上 微分 得 
Opel2*; tm dr 十 
B=1 和 at 
Opalz* ;tot dm 
On 一 5 di 
在 命 五 一 如 基 由 (2.7.2) 有 - 
OPs (%*, 0) _ Bap, 
z Oz8 
故 有  、 
dz | Se E) | 
dt- LL. 0 :0 


A - 2 , 便 得 定理 ，， 


Oz . 
由 (2.7.3) 可 知 ,(2.7.1) 在 上 一 0 的 邻 域 有 展 式 
go a(x: £) = za + Ea(z)t + 
十 工 > 08. (2) 6, (Cz) + (2.7.4) 
2 B=1 ze . 
其 中 (€1(z), ,8,(2)) 你 为 半 参 数 解 析 变 换 剧 (2- 7.1) 和 的 Killing 
向 量 . : 
定理 2.7.2. 车 有 界 域 品 容 计 间 参数 解析 变换 当 (2,7.1)， 则 
Killing 加 量 必须 六 足下 面 的 Killing 方程 


bp3 (2 Ey 十 和 Er Tra +7 Be}, (2.7.5) 


Yml1 SY 
,B=1,.……, 2, 于 外 ， . | 
>3 GE 十 Er SE (2.7.6) 
Y=1 Ozr 〇 zy : 


和 企 域 闪 必定 是 B- 调 和 画 数 ,此 处 玉 是 域 忆 的 核 画 数 ,而 


诈 . 由 于 解析 蛮 澳 (2 7. D 把 一 -一 地 腕 为 目 书 ， 故 根据 定理 
“77 ， 


2 


2.5.2 知 ， 有 关 采 


TapB(%, 2).— > T(z*, 7) OR Oze = 0, (2.7.7) 
| Oza Ozp 


我 们 取 * 之 外 对 值 充分 小 ， 由 (2.7.4) 可 知 


Oz* Og 
了 二 >» 出 中 二 一 
三 1 i ) 2 Oza Ozp 


着 


= 5 {T(z, 5)+ 0 xm 十 


2 ,= 1 r=1 Oz * 

起 
ED 
a 二 1 Ozr Oza | 


入 


x {0+ Ee 上 十 |- > {rire, z) 十 
A 二 1 


人 + [ae+ 


r=1 2Y 


08(2), | 


BE }= i 
58 十 ee 十 .| 一 了 op(zyE) + 
3 | 二 


Bp . 


aB TaB- es， Oéy ee 
z 15 (ee 二 EB Er+ TYB > + To7 Er),+ . 
z 以 之 化 克 (2 7. ». 再 比较 z 之 末 数 , 便 得 (2.7.5). 


又 由 了 an 之 定义 可 知 


BOTsB BT 
， Ozr Oza ” 
故 Kiling 方程 又 可 书 为 
0 = 9 (S Tr ) + S zi) 一 
Oza r=1 Aza. r=1 


O? : < ( Ologk ug) 

一 + E008£) 

元 5 之 和 Ozr / 

此 万 表示 立 (多 2legR 十 可 la) 是 5- 基 和男 数 ， 定理 许 
r=1 | SY . ZY 


二 78 曙 


月 . : | : 
定理 2.7.3。 车 有 田 域 容许 单 参数 解析 变换 全 (2.7.1) ,又 若 
一 (6 人) 是 也 的 一 固 定点 , 则 Kiling 向 量 在 6 的 名 域 可 


表 为 
一 Fa Olog KC(C, ©) _ 
Ea) Tr Cz, 5 fe (OT 
g Klz, SY Blog K(z,.C) 
_ " RKC,E) . OEE) KR(C :CE) 
EE)—— 5 3 人 |. (2.7.8). 


证 . 根据 定理 2.7.2 知 ,存在 忆 中 的 解析 画 数 p(z) 使 得 
S (& (0) lon Ks, DE (2) egg 5))_ pz) To). 


由 于 KK(z, 5) 是 zx 与 5 的 在 忆 解 析 的 画 数 ,而 天 (5， 5) > 0, 故 在 
《 的 充分 小 邻 域 中 天 (xz， 7) 天 0, 于 是 log K(z, 2 在 此 邻 域 解析 . 
根据 定理 1 .2,.4 可 知 ， 把 上 式 .z 2 换 为 独立 之 变数 2 一 Co, “ yn) 
此 式 仍然 成 立 , 即 z z 
S (e (e ,2) oe Ce 2 ) 十 吾 EFC) Sloe Gs, 2 ) 一 
一 9 人) 一 9Co) 一 0. 

命 上 式 左 映 为 @(z, 5)， 由 站 

Sz, E+ GE, D) — lz, 0) — DE, 5)—0 


可 得 z 
。 og Ks5) Blog RG) 
K(%, 5D) K(C,6) 
三 oo EE +e — Re 二 
、 Olog K(xz,e) | © log K(z, Vv) 
< KEE) KE DDN 
+ 人 一 HA ) =。 


取 一 固定 之 整数 pll 志 p 声 < ， 以 ACE 除 上 式 , 而 以 
Up 一 a 十 和 人 Ae ve， Va 一 ea 《c 大 £2) 
: “719 4. 


代入 ， 命 Ag 一 0， 我 们 有 
六 全 一 


Y=1 OxrOC , OFrOG , 
' Klz,6) : 
. O log 2 
8 [a KCCENN 
一 BE 区 G DBP )) 0. (2.7.9) 


“由 于 z 

: O” log K(x%, €) 

Tyi(z, C) 一 8 
(x e) OzrOC, 


SY Ti(Cg, 2)TYi(2, 8) 一 Cr， 
. 1 . n=1 | 
”再 应 用 定理 1.2.4, 当 x 在 的 充分 小 令 域 中 ， 


籽 


> 人 (z, GI)Tri(z, 2) = Ou, (2.7.10) 


n=1 


我 们 以 T(zg, CE) 乘 (2.7.9) 兰 对 疡 从 1 至 7 而 加 之 ， 应 用 (2 7.10) 


” 。 便 导 出 (2.7.8)。 定理 起 明 ， 


定理 2.7.4。 车 有 界 域 疡 容许 单 参数 的 解析 变换 草 (2.7.1) ,并 
且 此 等 弯 换 此 使 域 轧 的 一 定点 6 固定 不 变 ， 则 我 们 可 选取 局 部 从 
” 标 


本 2 Olep K(x, &) | 
twa .一 > Th° CE, £5) K(e.6), (2.7.11) 
. B=i | OCBp 一 


使 得 对 于 此 坐标 mm， …， w;， 解 析 变 换 (2.7.1) 为 如 下 形式 的 厂 
性 变换 四 
tw 一 wed | (2.7.12) 
其 中 入 是 一 ?2 X 于 常数 方 障 ， ew 一 _ C0, tm w= (wm, 
…, wa) 代表 1 x a 短 阵 . : z : 
证 . 我 们 以 x = 《 代 大 (2.7.4)， 根据 假设 ， 
5。 =— Ca + Eb)z 十 ，， 


sa 80 。 


”此 过 之 系数 便 有 


SC =-0. (2.7.13) 
以 之 代入 (2.7.8) 得 
Olog 六 《人 2， e ) 
LY Tr O86)_ .K(E,E) /7.7.14) 
Ez) 之 Ca, 5 ) 5 .7.14) 
变换 (2.7， 11) 之 图 数 行列 式 为 

OwaN Ya ,0? log K(x,€) 

det ( op ) det (> { (¢, 4 Og BO6Y ) 


一 -detT 一 (CA ， zyJdetz (z, ©)., 
由 (2.7.10) 知 ,在 《 的 充分 小 邻 域 中 ,上 式 不 为 雾 ， 改 在 的 充分 小 
领域 内 变换 是 一 一 的 . 
根据 定理 2.7,1, 变换 (2.7. 1) 适合 微分 方程 于 (2.7.3) ， 此 方程 对 
“新 的 坐标 为 


Se B02 ez) 
B=1 A OrwB | 


: dw 一 沁 Ozwe 
: _ : pp 之 EpCz”) 0 ， 
其 中 \ 
站 加 玉 (zx、C) 
wa 一 Trpe 6 ， KK ce 1 
Er Dt 
以 (2.7. 1 代入 上 面 之 币 2 分 方程 得 和 
jo Kl ye 1) 
de _ THe Ge Ey ~ SEE) K(GC ,6) _ 


at ,2 | 66, | Ol: 
一 Si apatw 记 ， 
B=i 
其 中 / | 
= 一 > Tie, CE) TE, 5) Ee (2.7.15) 


A 二 1 . ” 下 


8 81 . 


。 写成 短 障 的 形式 即 
4 (2.7.16) - 


其 中 
A = (aap)ica, pen. 
丰 (2.7.2) 知 , 当 t= 二 0，z2 一 za， 故 必 须 w 一 wa, . 习 知 在 
此 彻 值 条 件 下 ,微分 方程 (2.9:46) 之 解 为 


tw 一 t0EA 
» 
天 


定理 证明 . 
值得 注意 的 ， 县 区 所 (2 7.11) ,在 5 的 充分 小 邻 域 有 


_ A’ tog KCz(C1w) ,2Cw)) Ow Ow 
Tea 3 -一 一 一 汪 一 一 一 一、 一 一 一 -一 
Bl z) > OwiOw, . Oz Ozg 
Orlog K(x(w),aC20)) THE, EF) x 

MM dT=1 | Owi0wn 。 


x Tals, © TC, rae, 2)， 


‘Tilw, D) = | > . Tap(z, 2) T(z, E) TE (CE, 2) x | _ 
Te FTC, 6 )， (2,7.17) 
Tz(w, wD) = Orlog KCz(w), 2Cw)) (2.7.18) 


OWwiQ ww, ， 
根 搓 定理 1.2.4, tw, w 说 为 独立 变数 时 (2. 7.17) 仍 成 立 。 我 们 命 
一 0， 相应 地 有 。 za 二 6a。 由 (2.7， 17) 得 


Tw, 0) 一 Tir(€, ©), 本 


上 式 表 示 Trlw, 0) 与 变数 赦 无 关 ， 


CE 


‘» 82. 


HL 解析 映照 、 


$ 3.1. 多 复 变数 空间 的 解析 映照 。 发 D 是 C"(z1，……+，&z) 
空间 的 域 ， D* 是 Cew1, “"*y tm) 空间 的 域 ， 映 DAD™ 的 解析 


tw1 = fi(z1, “9 Zn), "> Wm =— f,(21, “ ”3 zz) 


”是 由 在 刀 解 析 的 画 数 及 ，……, fw 定义 ,对 每 一 点 z 一 (zi xm) 


7 对 应 有 唯一 的 由 ;fm 定义 的 点 如 一 (my tn) 

. 六 ;加 称 为 了 的 映照 图 数 。w 点 称 为 xz 的 象 点 ,而 z 点- 
和 必 的 原 象 点 。 如 每 一 D* 的 点 最 少 有 一 在 D 中 的 原 旬 点 ， 则 
映照 了 称 作 映 DD 为 D*. 

全 后 如 不 特别 声明 ,我 们 将 仅 考虑 mw 一 ”的 情形 ， 此 时 映照 
T 也 称 为 解析 变换 . 如 名 亲 变换 工地 肛 刀 为 D*, 风 称 为 解析 
同 胚 或 伪 共 形 映 照 ， 此 时 刀 与 D* 称 为 解析 等 价 . 7 称 为 局 部 -一 一 
的 或 局 部 同 胚 的 ,如 每 一 点 zeE D 有 一 邻 域 0: 包含 于 吃 中 者 ,把 
Us 一 一 的 映 为 D* 的 # 的 象 点 wv 的 一 个 邻 域 ， 根 据 定理 1.6.6 知 ， 


”对 于 局 部 网 且 的 解析 映照 ,其 画 数 行 列 式 必 不 为 零 , 由 此 可 知 ! 


定理 3.1.1。 洲 解 析 变 换 了 在 x@) 点 的 画 数 行 型式 为 雳 , 则 zx 四 
的 任 一 邻 域 中 最 少 有 两 不 同 的 点 4. 与 5 映 为 同一 的 点 . 

和 S44 一 1, 2,.…) 是 一 串 在 刀 定 义 的 解析 变换 ， 其 映 归 

图 数 为 ?Cz),- pc 如 是 我 们 有 z 个 在 万 解析 的 画 数 让 

{Ke(z)}，…， {fn 2 我 们 称 解析 变换 串 {S%} 收 敛 、 连 种 收 钙 、 
局 部 一 致 有 界 或 成 一 正规 族 等 ,是 指 每 一 画 数 串 {f 包 (z)]} 收 敏 . 连 

镇 收 人 局 部 一 臻 有 界 或 成 一 正规 族 等 ， / 

现在 起 明 关 于 解析 同 胚 变换 的 H. Cartan 叭 一 性 定理 


1) 这 里 我 们 再 女 应 用 拓 关 学 的 Brouwer 内 点 定理 (大 $ 1.6, 32 页 注 )， 
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定理 3.1.2。 最 多 存在 一 个 一 一 对 应 的 解析 变换 , 映 - 一 有 界 域 
DD 为 另 一 有 界 域 D*, 把 a€D 点 映 为 a* ED*, 大 且 上 映照 丽 数 的 仿 
导数 在 4 点 取 已 与 值 . 
妖 。 不 妨 假定 a 二 ‘0;'…,0) 及 4 = (0,.…, 0), 
车 存在 两 个 变换 : 
SS: 2 二 Qiagl 十 "十 aosn 十 高 次 项 ， CC， 办 
及 
51: 5 gil 十"… 十 4mazn 十 高 次 项 ， C= 1 ,，.**, 7, 
把 DD 一 地 映 为 D*, 卓 变换 7 一 5715 把 域 D 一 一 地 映 为 自己 ， 
其 映照 夯 数 在 原点 的 展 式 为 
T: sf = wa + Pag) +- ww 一 
其 中 Pe(z) 是 展 式 中 第 一 个 不 慑 等 于 夫 的 2 ，*' ,zs， 的 章 次 多 
项 式 .… z : : 
变换 T? = 二 工 . 工 仍 把 DD 映 为 自已 , 鞭 映 照 玫 数 有 展 式 
T2: 2 一 za 十 2Palz) 十 … 0 
如 此 粒 续 ,可 得 加 
Th: gt = za t+ RPels) 十 .aa 一 1 n, 
但 是 变换 捉 {T*} 是 一 臻 有 界 的 ， 因 为 也 是 一 有 界 域 , 故 T* 的 映照 
图 数 的 各 级 偏 微分 分 别 是 局 部 一 致 有 界 ( 定 理 1.8.3) 而 与 和 无 关 ， 
.因此 必须 P。 (*) 三 三 0. 此 即 变 换 工 的 映照 画 数 为 
= ga 一 1 
亦 郎 S 一 91。 让 毕 , 
$ 3.2. 解析 变换 串 的 性 质 . 四 
定理 3.2.1。 发 SS，… 为 一 串 在 忆 连 炉 收 化 的 解析 变换 ， 
其 极限 变换 为 5， 车 有 一 点 “一 〈a:…，an)6D，, 莽 且 变换 3 的 
图 数 行列 式 ? 的 值 不 为 0, 上 则 存在 点 4 的 一 邻 域 吕 及 一 a* 二 Sa 点- . 
的 邻 域 U*, 并 有 一 正 数 N, 使 得 当 之 N 时 ,所 有 变换 8% 在 也 是 
一 一 的 , 关 且 U* 包含 于 SU 之 内 ， 


1 根据 定理 1.8.5 知 ,5 也 是 解析 变换 , 因 之 有 函数 行列 式 . 
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不 ; 为 入 全 起 兄 , 命 变换 5 的 困 玫 移民 A(z)，S4 的 图 

Gy) 由 Am) 地 0 可 知 ,有 一 于 超 球 S(a, 7) 包含 于 刀 中 者 ， 
使 得 变换 5 在 此 闭 超 球 是 一 一 的 。 

现在 要 证明 ,存在 包含 于 5(a, +r) 的 于 同心 超 球 5(a, ro) 及 
一 正 数 Ro, 使 得 政之 如 时 ， 所 有 Si 在 Sa, 7o7 是 一 一 的 。 

如 若 不 然 , 存 在 一 中 自然数 下 二 所 二 .及 两 个 收 敏 于 点 
的 点 串 bp, Zp -与 cc， SA 把 凑 不 同 的 点 0 一 
(2 和， 2 与 co) 一 CC e272) 映 为 园 一 点 、 命 


生 


> 15) 时 co] - 7 


一 工 
| rm A 0 ;, [而 
lim yr， 一 0. 

击 候 丽 知 ， St， 的 映照 轴 数 An ， 2X 一] 0 适合 
fCBT) 一 fhe = 0, «=1, 1。 《3.2.1 ) 

从 | 
B2? 一 ce be (3.2.2) 

fF yy 

及 


PO)= oD FB, 09 十 有 1) 一 fo) C3.2.3) 
我 们 不 妨 假定 : : 
imBY? = Ba, +- (3,2.4) 


次 则 可 取 8B2 的 一 子 串 使 之 站 于 一 确定 的 极限 。 
“ 因 {ss } 是 连续 收 敏 的 , 改 在 z 平面 上 原点 的 一 邻 域 中 存在 极 
限 画 数 
pe 一 lim PV) 一 
ja + Bity «++, da + Bt) —- fos z 
其 中 及, ，……, fs 是 变换 5 的 映照 画 数 ， 
由 (3.2.1) 与 (3.2.37 知 ， 


| 
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po rm) 一 PO = 0 a= 1,.",n. 


因此 z 
jo Prm) — PHNO) _ | | ~ 0， 
+00 fy dt Je 
此 郎 和 在 < 点 有 .| 
pa| 2 十 … 士 有， [ 汉 | 一 0， a 一 1，…， 了 2。 
由 (3.2.2) 及 (3.2.4) 可 知 ， : 


|B?+.…+|B,l?= 1; 
换 葡 之 ， 有 8,，.…，B。 不 会 为 0 ,因此 必须 
[aet De 人 | = A(a) = 0, 
牙 盾 , 故 证 明了 了 汤 首 . 和 
(i) 命 2 为 超 球 S(a, ro0) 的 边界 ， 苦命 
B+* 一 SF, 3¢ = SB,o 
a* 一 Sa, 

: 命 U 雪 超 球 SCa, ro0). 由 (让 的 证 明知 ,a a* 是 SD 的 内 点 ， 故 ” 
至 可 的 距离 58 大 于 0， 由 假发， Sx 在 DD 连 积 收 敛 , 而 妃 为 
骨 集 , 因 之 在 3 一 致 收 化 (定理 1 7.5), 紫 即 对 任 一 点 6€30, 可 取 
《充分 大 使 得 


pa (CE) — fe)P < 


换 可 之, 2 上 的 点 至 器 上 上 的 点 的 距离 小 于 十 以 充分 小 的 正 


数 为 中 径 而 以 a* 为 心 的 超 球 U* 包含 于 S4U 之 内 定理 证 毕 . 
定理 3.2.2. 发 S, S:，' : 为 一 趾 在 刀 连 炉 收 化 的 解析 变换 ， 
每 一 变换 蕴 是 一 一 的 ,上 则 其 极限 变换 5 或 为 易 化 的 解析 变换 , 即 丁 
数 行列 式 恒 等 于 才 , 或 为 在 吃 也 是 一 一 的 解析 变换 。 
证 。 由 定理 1.6.4 知 , 54 的 图 数 行列 式 At 不 取 0 值 。 根 据 


1) 一 点 至 一 点 集 的 距离 , 即 此 点 至 此 点 集 任 一 点 距离 的 低 界 , 


四 


* B86 。 


定理 1.8.8， 人 或 司 为 0( 序 5 是 几 化 的 ), 或 在 也 不 取 堆 值 。， 在 后 
一 情形 , 我 们 要 钼 明 5 把 域 马 中 两 不 相同 的 点 sm 与 * 映 为 不 同 
的 点 3 中 与 2S。 | : 
不 妨 假设 xz 中 二 0 及 #@o) 一 0， 而 要 兹 明 


四 | xj 十。… 二 jz >0 (3.2.4) 
之 点 z 映 为 / z 
> (3.2.5) 
之 点 3 * 便 可 。 
因 和 在 = 一 0 点 不 为 喜 , 故 有 一 于 名 域 本 : 
|z1|? 士 … 十 |z sj < 0 ， 


使 S$ 在 0 是 一 一 的 ， 因 之 如 果 z 点 在 汉中 适合 (3 2.4), 则 对 应 的 
z 点 显然 适合 (3.2， 5)， 现 在 只 《要 证 明 x 点 不 属于 上 0 的 情形 . 
根据 定理 3.2.1, 可 取 P 充分 小 ,使 得 存在 = o > 0 及 一 正 束 
数 &，, 当 之 时 2 二 0 的 于 邻 域 0*: 
名 | 二 | 名? 和 
包含 在 SiD 中 ， : : 
”根据 假设 ,Si 是 一 一 的 ， 故 几 在 
[| 下 … 十 |xoj2>> 0 
的 点 zx 经 只 上 映 为 
1z 拓 | 十 .十 | 区 1 > 
的 点 中, 因 之 极限 变换 S 把 x 点 映 为 上 点 , 其 坐标 必须 活 合 
EA + lim {+ “二 | 有 2 和 1 
定理 证 上 明 . 
定理 3.2.3。 如 果 解 析 变 换 51, $2,- .在 厂 束 续 收 乱 ,， 其 极限 
变换 5 在 域 刀 是 一 一 的 , 旭 对 任 -一 包含 于 刀 的 紧 致 集 百 , 对 应 有 -- 
自然数 色 ， 当 & 之 0 时 , 变换 54 在 已 是 一 一 的 . ” 
”证 . 各 果 定 理 在 一 包含 于 的 阴 集 豆 中 不 成 立 , 则 存在 一 递 
. 增 的 自然 数 串 名 达 包 过 及 瑟 中 的 两 个 点 串 as， 4 外， :与 
pb», 50 ， ee “ ， 其 中 人 (2] 大 局 (2) ， 使 ‘ 
Shopa = Sha m= 1;,2,.. 
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不 妨 假定 em 收 乱 于 点 a， pm 收 铬 于 点 b. 由 定理 3.2.1 知 ， 
点“ 与 2 不 能 重合 ， 但 由 连续 收敛 的 假 改 知 ， 
一 Sa = SO, 
. 而 5S 是 一 一 的 ,故此 不 可 能 ， 证 此 / 
”$3.3. 一 域 串 的 核 。 发 D1, D:,*…* 是 空间 C” 的 一 域 串 ， 
命 4 囊 交集 下 
DN Drif 
的 内 点 组成 的 开 和 集 ; 显然 A CC Akt 又 命 
A 二 A 十 A 十， "| 
著 a€ 4, 腑 4 为 基 点 的 域 电 {Dx} 的 核 刀 定义 为 包含 4 点 工 且 ， 
包 伟 于 4A 的 最 大 连通 开 集 ， 
z 由 核 力 的 定义 可 知 ,如 果 任 一 点 6 ED, 必 有 6 的 在 中 的 邻 域 
UC) 及 一 正 整 数 如, 使 得 U(5) 包含 于 所 有 Da(& 之 和 ) 之 内 。 因 
为 6€DC 4, 必 有 一 正 整 数 妈 ,使 得 5 6 Ai,, 44 是 开 集 , 故 有 一 在 
DD 中 的 邻 域 U(5)C Aho。， 另 一 方面 A446CDw 人 Deon 们 ,因此 
U(b) CDi(R > Ko), 
发 画 数 串 f0(Cz) ，f9(z) ，…… 分 别 在 域 Di, Da，… 定义 . 
”我 们 说 {f(z)) 在 核 天 向 政 生 .， 朗 对 中 的 每 一 个 邻 域 U(5), 及 
相应 的 正 整 数 如 ,10(5) 包含 于 所 有 Dj, Diwr1，:… 中 者 , 画 数 串 
f*OCz) ,fhtDCz) ， 在 U(5) 连续 收 仇 ， 此 外 ,我 个 说 {fO(Cz)} 
在 D 收 铬 ,或 在 局 部 一 至 有 界 等 ,也 是 这 个 意 因 
定理 3.3.1。 设 51, 3， … 为 一 串 在 有 和 界 域 D 连 积 收 全 是 一 
一 的 解析 变换 ,其 极限 变换 5 也 是 一 一 的 。 命 
D*= SD, Di = SD. . 
车 4 为 品 的 一 内 点 , 旭 D* 是 域 蝶 {D 店 的 以 a*=Sa 为 基点 的 核 . - 
证 。 (Gi) 我 们 首先 证 明 , 车 H* 为 包含 点 a* 的 域 , 当 > 
时 , H* 包含 于 所 有 D? 之 内 , 则 Be 包 合 于 D* 内 
取 下 如， 由 于 HY* 包含 于 DX, 则 Sk 的 诞 变换 Ti = Si! 把 
H* 一 一 地 映 为 也 的 一 子 域 ， 由 于 D 马 是 有 界 域 ,变换 Th Tetiy…， 
在 H* -一致 有 界 , 故 成 为 一 正规 族 ,在 其 中 可 和 逃 取 一 子 串 Th,Th， 


[ 人 别 


ur 


… 使 之 在 .Be* 连 炽 收 钱 为 变换 T。 我 们 要 证 阴 工 是 一 一 的 解析 
变换 。 由 定理 3.2.2 知 ,这 只 须 证 明 在 日 * 中 有 一 点 使 工 的 画 数 行 
烈 式 不 为 雳 便 可 . 四 

人 
a 一 Sa, 
由 假 慑 知 ， Qk 和 政敌 于 a* 点 , 兰 且 
- &= Tmt 
合 全 一 ce， 虽 有 
一 -Ta 
一 Tkma”. 一 _ 
丰 此 可 见 , a 收 伍 于 < x | : 
根据 定理 1.8.3 可 知 , Si, 的 图 数 行列 式 At。 是 局 部 一 至 有 办 
的 ， 因 之 存在 一 正 数 N, 当 因 充分 大 时 
| Ac Cop) | < N, 
命 人 ， 表 Ti 的 图 数 行列 式 ,由 
: At apm) AE, Ca*) =1 
可 知 ,的 阔 数 行列 式 A* 在 a* 点 有 
油条 。 举 : 1 
|A™(a 7 一 | limAxowke ) > > 
故 了 了 是 一 一 的 解析 变换 ， 有 外 TT 映 HY 和 DD 中 , 
现在 证 明 HY 包含 于 D* 之 中 。 设 2 是 Hr 的 任 一 点 , 我们 
只 要 证 明 , 存 在 一 点 65E€D, 使 = 55 便 可 “. ~ 
命 2 一 72 ， 这 是 D 中 的 点 ;又 命 
, bn 一 Ti,b*, z C3.3.1) 
这 也 是 口中 的 点 ,显然 bm 收 敏 于 5b， 由 于 Si 连续 收 化 ,因此 
lim Sb 一 SP . 本 


由 (3.3.1) 知 - 
~ p* 一 一 9k Oo3 
故 有 ?7 
1) 这 精 果 包含 了 :在 H* 中 了 = S57, / . 
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bp* 一 Sep, 
Gii) 现在 证 明 D* 包含 域 串 {D 直 而 以 ex 为 基点 的 中 核 G*， 
命 交 集 Dx 站 DRAHn， … 的 内 点 粗 成 的 点 集 Ax 之 和 和 集 为 
4 
= 二: 
我 们 作 一 串 G* 的 子 域 : 
轩 GrC GC..., / z 
其 中 G# 包含 a* 点 , 且 每 一 G} 之 于 包 GY 是 紧 致 的 并 包含 于 G*, 
于 外 G* = 于 GX z : 
”我 们 要 证 有 明 , 对 任 一 Gy ,我们 可 有 一 如 当 丰 之 名 时 ,GF 包 
含 于 所 有 的 Dx 中 。 
任 一 点 b*€ G}。， 由 假设 知 5*€ G*C 4A*, 因 此 5 必 属 于 某 一 


点 集 息 ，- 生 是 开 集 ,因此 有 一 区 的 邻 域 D(29C 全. 所 有 这 些 


邻 域 之 和 集 >， UCb*) 盖 过 Gr， 由 于 GF 是 紧 致 的 ,根据 Heine— 


Bb*Eon 
Borel 定理 ,存在 有 限 个 邻 域 族 过 它 , 订 这 些 邹 城 为 
- 人 *"*y Un(Cb%), 
它们 分 别 包含 在 人 “Ak 中 ， 命 
= max{ky 7 ky} z 
惠 当 之 和 时 , G? 包含 于 所 有 仿 中 ,特别 GY 包含 于 所 有 DE 
中 : 
根据 (i)， GF 包含 于 D* 中 (1 = 1, 2, …). | 
由 于 任 一 点 2*€ cv*, 必 有 -充分 大 的 1 1 ,使 得 江 € c#、 因 之 
bp* €.D*, 我 们 得 出 G*CD* | 
Ga 最 后 证 明 D* 包含 于 (Pi 的 以 a* 为 基点 的 核 ,此 即 要 证 
D* 包含 于 点 集 A4*. 
任 一 点 b*€《.D*, 有 一 点 6 €D ,使 得 p+ Sb 根据 定理 3.2.,1， 


”在 D 与 D* 分 别 有 邻 域 U(5) 与 U*(bp*)， 全 得当. 之 如 时 ， 


DU*( 妨 ) 包含 于 所 有 的 SiU(5) 之 内 , 即 U*(2*) 包含 于 所 有 DX 之 
内 .因此 2€ 和合 , 亦 即 D*C A4*， 定理 完全 诈 明 . 
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识 狂 与 一 域 串 {Di} 及 一 点 a， 我 们 称 D， 收 化 于 以 为 基点 
的 核 ,车 任 一 {Dt} 的 子 串 此 有 同一 的 以 。 为 基点 的 核 。 

”定理 3.3.2。 说 

Ci) $1, S25 :为 一 串 一 一 的 解析 变换 ;分 别 在 拓 Do Ds, … 
”中 定义 ,并且 Si 把 Dx 上映 为 万 过。 

(ii) D1, D;, .… 收 钊 于 以 a 为 基点 的 非 空 核 D， 所 有 DD 包 
合 于 一 有 界 域 中 ,所 有 DX 亦 包 含 在 一 有 界 域 中 . 

(省) Sub 52，… 在 4 点 收敛 ， 并 且 它 们 的 映照 夯 数 的 俩 导数 
” 亦 在 此 点 收敛 

在 上 述 很 歼 下 ，{S4) 在 忆 速 入 收 做 为 一 非 贤 化 解析 变换 的 
. 充 要 条 件 为 {DR} 收 般 于 下 a* 一 fm Sta 为 基点 的 非 实 核 D* 由 
外 ,如 果 上 述 的 充分 条 件 成 立时 ，DY 一 SD. 

证 。 Qi) 条 件 是 必要 的 。 由 于 {5%} 的 任 一 子 串 Su ， St，…， 

在 吃 连 积 收 伊 于 一 非 凤 化 的 解析 变换 5, 则 点 集 

D* 一 SD | 
是 包含 a a* 一 Sa 点 的 域 ， 我 们 只 《要 证 有 明 D* 是 域 电 刀 扩 ， D%,，*……: 
的 以 a* 为 基点 的 核 便 可 . 

我 们 先 蒜 D* 包含 于 {D} 的 以 a* 为 基点 的 核 中 任 一 
b*€D*， 有 一 点 6€D, 使 纹 二 Sbp。 由 假设 (让 知 , 有 一 5 的 包含 
于 刀 的 邻 域 U0, 当 m 之 mo 时 , U 包含 于 所 有 Dk， 中， 应 用 定 更 
3.3.1 于 域 口 可 知 , S40 的 以 b* 为 基点 的 核 为 SU ， 此 朗 5* 有 一 
领域 U* 包含 于 D* 者 , 当 m 之 Mo 之 mo 时, U* 包 含 于 所 有 Se,U 
中 。 故 U* 包含 于 所 有 D%,, 中 (om 沁 Mo)。 此 乃 表 示 5b* 点 属于 域 
串 {DX jw=uzs… 的 以 a* 为 基点 的 核 。 但 如 可 以 是 D* 的 任 一 
点 ， 放 姓 明 所 晰 诈 

其 次 要 证 D* 包含 域 串 {DX 的 以 a* 点 为 基点 的 核 。 根 据 定 
理 3.3.1 证 明 (这 的 方法 知 , 序 要 弟 任 一 域 H* 包含 a* 点 ,其 开 包 是 
紧 致 的 且 当 力 充 分 大 时 包含 于 所 有 DX,, 中 ;于 是 HH* 包含 于 DD*. 

SLH* 包含 于 Di,,， 而 所 有 Di 包含 于 一 有 界 域 。 我 个 不 
一 妨 假 定 Sc 在 H* 连 米 收敛 为 一 解析 变换 7Z， 否 区 取 其 一 子 种 使 
* O01. 


1 


之 如 此 ， 命 a 一 Stma， 则 ?ii 收 钴 于 和 点 ;而 ea* € HH*, 玖 当 
m 充分 大 时 ， 所 有 a EH*, 并 且 a 一 Tr， 如 定理 3.3.1 证 朋 
Qi) 一 样 ,可 证 了 是 一 一 的 ， 再 应 用 定理 3.3.1 于 域 H*， 可 知 域 品 
{SEZLH*} 的 以 a 为 基点 的 核 朗 TH*， 但 每 一 SiLH* 包 含 于 Dj， 
故 TH* 包含 于 {Dp,,} 的 以 4 为 基点 的 核 ; 此 郎 D， 于 是 可 如 定理 
3.3.1 证 明 人 一 样 ,可 证 工 一 5 了, 故 有 H* 包 售 于 DD* 

因此 D* 是 {Ds} 的 以 os 为 基点 的 核 。{Dkn} 是 {Dt} 的 任 一 : 
子 串 , 因 之 {Dij 收 做 于 以 a* 为 基点 的 核 D™. 

(ii) 条 件 是 充分 的 ， 设 D* 为 {D 基 的 以 a* 为 基点 的 非 空 核 ， 
命 Ai 过 ) 下 SE 在 怪 点 的 玉 数 行列 式 ， 民 一 Stc。 由 于 {Sz 
是 局 部 一 致 有 界 的 , 所 以 AX(z*) 在 D* 是 局 部 一 致 有 界 的 ， 由 
AX(C)AxCo) 二 1 可知, 如 果 {54} 之 子囊 Sp, Sw 政 敏 , 划 必 
收 钱 为 一 非 风 化 的 解析 变换 S， 并 且 从 证 明 (让 知 ,，5 映 DD 为 D*. 
由 假设 (者) 及 定理 3.1.2 知 ，S 是 唯一 的 ， 因 此 根据 定理 1.8.7 知 ， 
Sx 在 刀 收 化 为 S。 定 理 证 明 . 

§ 3,4. Carathéodory 度量 ， 设 DD 是 空间 C* 的 一 有 界 域 命 
E(D) 吉 所 有 在 DD 解析 的 且 其 钨 对 值 小 于 1 的 瑟 数 类 ， 又 全 
E(u, tC)a|l <1,1s| < 2D 豆 复 平面 上 单位 图 办 两 点 与 的 
非 欧 距离 ; 朗 


| 1 十 | 二 一 二 
E(t#i,#,) 一 工 log 1 tt 。 | (3.4.1) 

2 1 一 |- 刀 二 妈 

| 1 一 tt2 | 


设 4 与 bp 是 DD 的 任 岗 点， 0 定义 此 两 点 间 的 中 高 数 
为 
“Dp(a, 0) 一 :op Fe(a)， Pp(5))., (3.4.2) 
”距离 丽 数 有 如 下 的 性 质 : : 
”GD 对 任 黄 点 a,5 €D, 存 在 一 在 DD 解析 的 画 数 9(z) € E(D)， 
使 得 | 
Dolas 6) — E(p(a), pb)), 


s 92 »， 


a 


并 且 这 是 一 有 限 数 值 
不。 在 CCD) 中 取 一 串 画 数 p(s), pz), 使 得 
a ), POC6)) = Dola, 6), 
命 
、、 FCz) 一 PH 2) 一 Pp) 
: z 1— pH) BHCD) 
旭 所 有 fo(z) 之 竹 对 值 尼 <I， 改 成 一 正规 族 。 我 们 可 取 一 子 时 
人 (2} , 收 合 为 一 在 DD 解析 的 丽 数 f(z) , 甚 纸 对 值 乏 1 且 f(5) 
.由 极 大 模 原 理 知 ;在 D 闪 必 须 |/(z)| < 1， 在 {pm(z)} 中 
汉子 中 政和 于 pz) ,A 
o(z) 一 f(z) 十 (6) 
1 + qb) (z) 
为 所 求 的 图 数 (显然 属于 E(D)). 
由 证 朋 中 知道 ，Dp(4a, 2) 可 定义 为 
1 ， 1 十 Xe 


D bp)= lo 
pCa 6) res BPrw-o 2 1 a) 


(ii) Do(ay 2) 是 一 度量 ,如 
7 1° Dp(a, 5) = Dele a); 
2” Dp(a,6) 之 0， 沼 且 仅 当 4 一 6 时 等 号 成 立 ; 
3° Do, 6) pe c) 十 Dp(Cc，5)， 
证 . 是 显然 的 ， 欲 考 2 ， 只 要 证 若 两 麻 同 的 点 a,bED,. 
i > 0. 珊 ca 一 (ci am， 一 (5 5o)， 不 


妨 假定 ai 尖 页 ， 由 于 刀 是 一 有 界 域 , 故 有 一 - 正 煞 M 使 得 2 之 邦 


”对 值 在 D 上 小 于 1 ， 由 于 (ss, )> 0, 故 Da(e ay> 0 


现在 证 明 3"， 从 人 可 知 , 存 在 plz) € CE(D), 使 得 
E(p(a), (5)) 一 Dpla, 5). 
”区 知 
E(P(a), P(E)) < 和 ECO(Cc)， ple)) + ECple), 9(6)), 
呢 乃 表示 


es OF »。 


ppla, 2) < psa, c<) + Dole, 6). 
Giii) 和 人 一 解析 变换 5 把 域 忆 一 一 地 映 为 另 一 有 界 域 六 , 且 


一 Sa， 姑 一 S5， 则 
Dp(a, 6) = Dp*Ca*, bp*). 
这 是 显然 的 ,读者 试 诈 之 . 


(iv) = [zi 一 | 去 ?1y . 3 [zs — 2 | < rsa}, 


划 对 己 的 任 两 点 a 二 (a1，…… ,an) 与 有 一 (5 pn) 有 


— 0) _ 0) 
一 a po 2 
Depa, b) max {z(s=*, 一 在) - 
， 71 - ?1 


一 (0) 一 .=(0) 
a 购 廊 p 区 


地 


证 . ， 根 据 (iii) ,我 们 不 妨 假定 x 中 一 0 及 站 一 … 一 ro 一 1 
如 果 4 一 86， 命题 是 显然 的 ;如果 4 六 82， 我 们 作 一 解析 变换 
_, Zi™ Hl 1 __ Tn Un 
t= WO 
. 圭一 ai2! 1 — a 
这 十 把 P 一 一 地 上 映 为 自己 而 把 点 4 映 为 原点 的 变换 , 车 命 
ba 一 - bn -一 an 
ci 一 _ Cn 
了 一 12 1 一 Qnbn 


出 应 用 (者) 知 ，Dp(a, 5》 = De(0, c). 


不 妨 假设 |c1| , ,|cx| 中 最 大 者 为 |cs|。 对 任 一 p(x) 6EE 


CP), 并 且 pC0) 一 0 者 ,我 们 作画 数 
KD = (ee Se 中 


这 是 在 单位 图 [a| 之 1 解析 震 量 稳 对 值 小 于 1 的 图 数 , 此 外 Ko) 


二 0， 由 单 复 变数 的 Schwarz 引 理 知 ， 可 


fen)| = 1e(c co) < |esl. (3.4.3) 


在 (让 的 证 明 中 知道 , 0 与 < 点 间 的 距 痪 丽 数 可 定义 为 
~ Dr(0,c) = sup L lo T+ pe) LPGc) 


3 全 02 1 |p) 
由 (3.4.3) 知 i 


@ 94 » 


| 


pro 5 ) 过 <+ log 1 十 二 Jesl 3 


1 Co jc 
了 工 ,1 1 十 于 | 
加 Dp(0,c) 之 > 1 log 1 二 fei 
所 以 我 们 有 | 
Dr(0, o) — Tlo8 1 和 2 max{ EC0, 61),* ,EB(0;cn)}. 
， ee 全 他 


“《(《Y) 如 果 G 为 有 界 域 DD 的 子 域 , 虽 对 任 黄 点 a,5€G， 有 
Dp(¢4, 6) < Deola, pb). 
0 Dpla，5) 是 4 与 6 的 束 丢 画 数 ， 并 且 当 2 趋 于 4 时 趋 子 
| 有 过. 全 
证 。 取 一 多 回 柱 P(e, r) 包含 于 D， 任 与 。> 0， 由 (iv) 
知 对 充分 接近 “ 的 点 6， 有 四 
Dre(a, 6) < 8, 
而 由 (vyv) 知 
Dpta, 6) 魏 Do(e 6), 

- 必 2 一 < 时 ， Dp(a, 5) -> 0. 

又 由 (ii 3” 知 

|1DpKe， c) — Dp(b, | Ppre» b) Ze 
合理 ， 当 4 充分 接近 c, 有 、 

|Dpld, b) 一 Dpte, 2 < pola, oy) < 8, 


天 有 
[poCass 2) Dp(c， a) | < |Dpla, b)— Dpl se, 2)| 
十 IDp(¢, 2) — Dole, a)| < 28， 


. 定理 3.4.1. 车 5 是 一 解析 变换 ， 把 有 界 域 DD 映 和 久 有 界 域 D* 
内， 把 城 D 的 。 与 5 点 分 别 映 为 圭一 9a 与 bs* 一 Sb， 妈 
Dpx*(a*, bp*) < Dp(a, 5), 
证 。 根据 (i), 我 们 有 一 p*(z*) € ECD*) 使 得 
EC(p*(a*), Pp*(b*)) = Dor(a*,b*). ~ 


名 


设 变换 8 的 映照 丽 数 为 
zz = fal(z), 2X 1,.**.,7), 


旭 画 数 _ 


9(z) 一 pChz), + , f(z)) 
属于 ECD)， 由 于 . : 
EC(@(la), (2)) < Dola, 6), 
故 得 思 * 
Per 2) < Dole, 2 / 
定理 起 明 ， 


现在 我 们 定义 域 DD 中 联 缚 a， 2 两 点 的 有 长 曲线 5 对 于 .Cara- 
théodory 度量 的 长 度 Lp(o)， 先 设 吃 是 一 多 图 福 PC(4, +r)， 对 6 
上 的 任 一 钥 分 割 点 a 一 4 a ,a a 一， 根据 (iv) 可 
知 


N 


> Dela®», di 之 b> 3 FE ry ok] < 之 


天 二 1 | : =1 aml 


arl 工 一 | za 

其 中 o4 是 o 在 zs 平面 的 投影 改 上 式 左 端 有 一 有 限 的 高 界 ， 此 
高 界定 义 为 Lp(Co). 

: 对 一 般 的 有 界 城 D, 我 们 可 用 有 限 多 个 包 合 于 D 的 多 圆柱 
P1,…, Pi 盖 过 曲线 c, 使 得 两 相 邻 多 圆柱 的 中 心 落 在 同一 多 图， 
社交、 人 六 5 的 分 割 点 “一 ca， a an 一 ,使 
/ 得 任 取 相 多 分 宙 点 阳 的 曲 税 必 咨 在 一 区 贺 柱 之 中 者 ， 如 是 根据 
(iy) 可 知 


NM 


> Doan, a®) < Lp, (od + + Leo), 


一 


其 中 cj，…，ay 是 5 的 用 多 国 柱 Pi，…, P， 的 中 心 分 割 的 各 
。 段 。 故 上 式 左 喘 有 -有 限 高 愉 , 这 定义 之 为 LoCa). 

1)》 如 果 曲 线 a 的 方程 为 ?1 一 21(#), “Ty = zn(t) (0&2E1), Noa 即 古 za 下 
面 的 曲 简 za = #42), (0<i<D， | , 


ss» 96 。 


从 定理 3.4.1 立 得 

: 定理 3.4.2. 车 解析 变换 了 映 有 界 域 刀 A 入 D*, 把 DD 内 的 有 长 
” 骨 线 o 映 为 o*, 旭 
/ Lp*(o*) < Lo(o). . 
设 4 为 刀 的 一 固定 点 。 命 D(a, p) 焉 DD 的 子 集 ， 其 每 一 点 兰 


” 兹 以 一 在 刀 中 的 有 长 曲线 z 与 * 点 相 联 ,并 且 


、 Lp(o) <o， 

老 (p 是 一 正 数 )， 显 然 D(a， P) 是 连通 的 ， 并 且 可 以 证 明 它 是 一 域 
我 们 只 要 证 明 宅 是 开 集 便 可 . 设 b 《D(a, p), 则 能 作 一 曲 厂 oo 与 
a 相 联 , 且 .Lp《oo) 一 or < p。 作 包含 于 刀 的 多 闸 柱 P (2, 7), 又 
作 P(5, 6) 包含 于 P(6，r)。、 对 任 一 点 ze P(5，6)， 能 以 一 曲 粮 
总 相 联 和 下 : 人 是 站 的 本 四 一生 习 丰 内 民生 
20 一 (6 2 po) 与 00 一 (po po) 的 非 欧 直 办 ， 
…， z 是 zo 不 面 的 国 [zs — ba| < rr 内 联 精 点 bl 一 《zi 
si br) 与 pet 一 z 一 ( 坟 ) so ii an) 的 非 欧 直 线 。 而 命 
zz 一 ai 十 oo 十 .二 ao 如 是 
pnGG) 一 DelDCOD 02) 十 十 De WO bt), 

取 8 一 (6 ……，po) 中 的 正 数 5。 充分 小 ,可 得 

Eeenkol) < 一 pu 
由 4v) 知 
Lp(g) <p 一 0 
此 乃 表 示 所 有 P(4; 6) 的 点 此 包含 于 DCa, p), 故 这 是 一 开 第 . 
反之 ,如 果 U 是 马 中 的 点 4 的 邻 域 , 则 必 有 一 充分 小 之 正 数 p， 
使 得 D(a, p)cU， 实际 上 ,DD 是 有 和 界 的 ,可 包含 于 一 多 图 柱 
Pla, R)= {lz al < R,:*, |zs— as| < R} 
中 ， 我 们 取 P(a, 6)CU, 取 P 充分 小 ,使 得 对 任 一 点 bP(a, 6) 
必 有 | 四 
Dp(a, 6) 之 Depom(ayp) 一 


bp, 一 | 
YY a(0, 和 = 4), “ ”3 BE (0 所 二 人 ) > 0 


$4 07 。 


”此 乃 穴 示 6 点 不 在 Pla, p)， 因为 任 一 联 。 与 b 之 有 长 曲 业 o 
适合 Za(z) 之 Dplu，5) > p. 故 D(a, p) 包含 在 pla, 3) 中 ， 
- 从 定理 3.4.2 可 得 
定理 3.4.3. 车 解析 变换 5 也 有 界 域 DD 大 D*， 把 se 陕 汶 点 
et; 划 域 D(a, p) 之 象 下 一 SD(e p) 包含 于 D#Cexr po) 中 。 
$ 3.5. 内 邵 解析 映照 照 . 把 一 城 忆 瞻 太 其 内 帮 的 解析 变换 称 为 


定理 了 5.1， 如果 5 Sy 为 一 串 在 有 界 域 忆 收 敏 的 内 部 
解析 映照， 把 域 刀 一 一 地 瑞 为 自己 考 ， 则 其 极限 变换 5 或 者 是 一 


一 的 等 匠 译 次 把 城 卫 肤 自己 考 。 或 者 是 一 名 化 的 解 术 变 换 把 
的 点 蕴 映 为 其 边界 点 : 
证 。 设 4 为 刀 的 任 一 点 ， 4 = Sa, 并 且 Ce 收 租 于 起 友 。 
刀 是 一 有 界 域 ， {Sx} 成 一 正规 族 , 故 {Se} 在 品 连 多 征 政 剑 . 根 
据 定 理 3.2.2， 和 的 着 天- 其 一 是 5 为 一 一 的 解 折 变换 ， 
则 入 省 忆 的 内 点 。 宙 D, D,"…* 为 定理 3.3.2 的 域 果 Dr DY， 
… 则 根据 此 定理 知 ， {D&E} 收 化 于 以 a™ 为 基点 的 核 ， 即 域 D, 并 
县 D = SD. 


另 一 情形 是 5 为 蝇 化 的 解析 变换 ， 出 a* 不 能 为 DD 的 内 点 ,和 否 


DE = SD 以 ee 为 基点 的 核 是 非 空 的 ， 更 S 不 是 用 化 的 解析 变 
换 , 了 矛盾 ， 定 理 旋 明 ， 

定理 3.5.2.. 设 5 是 一 一 的 解 杭 变换 ， 把 有 界 域 思 喘 为 自己 . 
若 5, SS 的 收敛 子 串 非 全 部 刚 化 ,上 副 可 从 {5 和} 中 选 出 一 子 

z 昌 收 短 子 么 变 痪 妆 恒 同 变 换 , 亦 即 把 忆 任 一 点 变 为 自己 的 变换 ， 


证 。 根据 假设 ,{S*} 有 一 子 串 Sa sb (< 和 之 一 


在 DD 收 做 为 一 非 哆 化 的 解析 变换 T。 命 pm 二 knit 一 mn, 这 是 正 


整数 ,在 变换 串 Stmj -2z… 中 ， 我 们 可 迁 取 一 子 护 {Spmi} ji, 2, 
人 古 域 DD; 连 种 收敛 为 一 解析 变换 . 


7 十 非 内 化 的 ; 故 必 把 刀 一 一 地 映 为 自己 . 对 任 一 点 € DD, 必 


有 一 点 2 €D, 使 得 4 一 TD 命 GalXm) 一 - Stmp > 是 (oz 收 敏 为 4. 
我 们 有 和 | 


es 98 « 


ae 


由 于 1 ”与 [on 故 当 7 了 一 co 时 上 骨 收 做 
为 点 zz， 所 以 


天 
Ea 一 lims il 一 lima 


7 一 oo 一 oo 


4 可 以 是 DD 的 任 一 点 ,因此 巨 是 恒 同 变换 ， 定 理 翘 明 。 
定理 3.5.3。 如 果 5 为 一 解析 变换 把 有 界 域 D 喘 入 吃 内 , 且 
把 域 刀 的 点 “ 固定 不 变 , 则 5 在 4 点 的 画 数 行列 式 的 竹 对 值 和 <1。 
在 a 点 的 页 数 行列 式 的 稳 对 值 等 于 1 的 充 要 条 件 为 5 把 DD 一 一 地 : 
映 为 自己 。 / 
- 在， Ci 命 为 变换 在 点。 的 图 数 行 列 式 之 科 对 值 ， 因 5， 
S”,"… 为 一 至 有 界 , 故 有 一 正 数 NN 使 得 
oN (R=1,2,.)., 


(kmjtl) a 


这 首先 必须 
x < 1 
如 果 5. 是 -一 变换 , 划 同 法 可 证 
Lael. 
~ ox 
故 wx 一 1  。 


《ii) 现在 要 就 明 : 若 3 是 一 一 的 且 a=1, 则 5 把 思 陕 为 自己 . 
由 假 讼 知 ， Di 一 SDCD， 车 命 De 一 StD， 则 有 
Di DD SD-.., (3.5.1) 

从 S， s2, - 中 选取 一 子 串 S541, S52， 政 铀 为 一 变换 7", 
由 于 二 1， 工 是 一 一 的 解 术 变 换 《定理 3.2.2)， 把 刀 喘 为 一 城 
.Ds = TDCD 是 最 趾 

Da, Dk,, se. 

的 以 < 为 基 点 的 非 罕 核 (定量 3.3.2), 

由 于 变换 由 


£41l Ta 二 1 : . ” 
S11 ,5 > ， _ 


ae 


99。 


在 刀 收 敏 为 TS, 而 根据 (3.5.1 为 易 姓 域 中 


Da Dery “~ 
的 以 4 为 基点 的 核 亦 为 Do， 故 由 定理 3.3.2 知 
TSD = Du 
由 此 得 | 
四 TSD 一 TD. - 
由 于 了 是 一 一 的 变换 ， 改 z 
3D 一 卫 ， 


《证 ) 最 后 证 明 ; 若 < 一 1， 则 S 是 一 一 的 . 

在 4 点 有 一 邻 域 口 使 得 5 是 一 一 的 . 命 Dla, p) 表 忆 中 的 
点 能 与 a 点 以 有 长 曲线 5 相 联 而 工 o(c) < p 者 所 成 的 点 集 ， 取 
2 充分 小 :使 得 


D(a, CU 
命 Do 一 SD(e, p), .由 定理 3.4.3 知 
DCD(a, pp). 
由 于 5 在 D(a, p) 是 一 一 的， 应 用 (ii) 的 精 果 知 
DD, = D(a, p). 
点 4 在 变 澳 5 下 不 变 ， 应 用 定理 3.5.1 及 3.5.2 于 域 D(a,p)， 
可 从 8S, SS 中 选 出 一 子 素 St 在 D(a, p) 收 化 于 么 变换 


E, 根据 定理 1 1.8.6 及 1.2.2 可 知 , 此 子 串 在 刀 亦 收 化 : 于 么 变换 E. 
- 如果 4 与 5 为 域 DD 的 两 点 ， 使 得 
一 Sa = SO, 
旭 - 
i Stmga 一 Smp, 
取 和 一 co 有 … 
a = 2， 
故 5 是 一 一 的 ， 定 理 完全 吴 明 . / 
定理 3.5.4. 设 6 为 一 域 ， 其 开 包 名 包含 于 有 界 域 DD 中 洪 ，ao 
为 马 的 一 点 ,5 是 喘 DA 和 其 办 部 并 把 m 点 固定 不 变 的 任 一 变换 ， 
草 
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(i) 存在 一 正 数 ww < 1, 当 解 析 变 换 5 在 m 点 的 夯 数 行列 式 
“的 稳 对 值 |]A(a0)| > 由 时 ,变换 5: 一 @*” 是 一 一 的 ; 
Gi) 存在 一 正 数 wz 之 1, 当 |ACa0)| > 几时 ,6 为 域 也 中 某 
一 子 域 的 5S 之 一 一 映 象 ， 
证 ，。 (i) 如 果 定 理 中 (i ) 的 结论 非 黄 ， 如 有 _ 趋 于 1 | 的 间 调 递 
增 正 数 串 w，o, …:， 对 任 一 只 必 有 一 解析 变换 54 映 刀 入 其 内 
部 并 把 a 点 固定 不 变 , 且 其 男 数 行 烈 式 适 合 
| AiC&0)| > Qir, 
但 1 3 在 G@ 非 一 一 的 , 根据 定理 3.5.3 可 知 ， 
lim [Ai(a0)| = 一 十， 
并 且 我 们 可 取 {5} 的 子 串 KA Su … 在 DD 收敛 、 其 极限 变换 5 
必 把 DD 一 一 地 映 为 自己 ， 因 为 5 在 m 的 充分 小 邻 域 DCeo, p) 是 
一 一 的 ,由 定理 3.4.3，StD(co, p)CDCao, p)， 双 由 定理 3.2.1 ,有 
一 邻 域 U(a)CD(a, p),， 使 得 证 之 名 时 8D 包 合 a* 二 Sa 的 
一 邻 域 U*(a*)， 但 
SICSuD(eo p) ECDCao, 0), 
故 Ua) C D(a Pp)， 妇 a 是 Do 的 内 点 ， 所 以 S$ 把 D(a0, p) 
映 为 D(ao, p)〔 定 理 3.5.3)。 我 们 在 D(ao, p》 选 一 {S54} 的 子囊 
Sm， 在 DD 它 收 敛 为 么 变换 E， 如 果 5 非 一 -一 ， 旭 甩 的 不 同 的 点 
4 与 5 使 Sa 一 Sb， 由 此 知 - > 
Sing = Simb, z 
命 m 一 co 得 a 二 5。 艺 盾 。 故 5 是 把 刀 映 太刀 的 一 一 变换 , 祖 
据 定 理 3.5.3， 5 把 马 映 为 自已 . 
由 定理 3.2.3 知 ， 存在 一 正 整 数 ao 使 得 m 之 mo 时 ， Skm 在 
G 是 一 一 的 ， 子 盾 . 四 
(i) 同样 , 如 果 定 理 中 (的 精 花 不 能 成 立 , 我 们 有 一 由 把 点 
a 国定 不 变 的 解析 变换 Si，S:，'… ' 在 刀 收 化 为 8S。 5 把 DD 一 一 -地 
映 为 自已 ,而 任 一 St 此 不 能 把 D 的 一 子 域 一 一 地 映 为 6， 
人 
天 一 5s. 


16t。 


取 一 包含 玉 的 开 集 UU, 其 阴 包 上 包含 于 DD 者， 显然 SU 包含 区 


由 定理 3.2.3 知 ， 存 在 一 正 整数 名、 当 《之 和 时 ,St 在 0 是 ， 


一 一 的 .| 1 7 / 
对 任 一 点 a*€ 画 , 必 有 一 点 a€U， 使 得 o# 一 Sa. 根据 定理 
, 3.2.1 知 , 有 一 a* 的 邻 域 U*(a*), 当 率 之 Nos (之 ho) 时 , U*(Ca*) 


包含 于 所 有 S4U 之 内 .所 有 这 些 邻 域 U*(a*), eax E 匠 , 闵 过 台 , 而 
祖 据 Heine-Borel 定理 ， 我 们 可 以 选 出 有 限 个 如 此 的 邻 域 Uar ), 


UY(o7)，…，U*(sj) 把 可 盖 过 
命 
No 一 max{ Narx ， “ Nex }, 
则 淄 入 之 ,Wo 时 ， 所 有 SiU 包含 名 。、 这 与 选择 Sk 时 的 假定 矛盾 . 


”$3.6. Schwarz 引 理 . 定理 3.4.1 在 某 种 意义 上 是 单 复 变 数 
本 数 葵 的 Schwarz-Pick 定理 的 推广 . 但 没有 从 Carathéodory 度 z 

量 形式 的 Schwarz-Pick 定理 推 得 对 映照 责 数 的 偏 导 数 的 估计 ， 并 

且 不 能 如 单 复 变 数 而 数 葵 一 样 ， 从 定理 3.4.1 中 的 等 式 成 立 推 出 


变换 5S 是 一 一 的 把 DD 映 为 自己 ， 有 入 便 考虑 应 用 其 他 度量 来 推广 
Schwarz 引 理 .由 于 对 任 一 有 界 域 ，Bergmann 度量 些 存 在 ,这 自 
然 地 考虑 到 应 用 Bergmann 度量 ， 
首先 要 注意 的 是 单 复 变数 几何 画 数 葵 中 所 恋 明 的 不 等 式 关 
系 , 在 多 个 复 变 数 画 数 葵 中 往往 要 改变 为 其 方 建 的 定 正 、 守 定 正 关 
未 ,这 是 因为 多 复 变 数 解 术 灾 换 的 快照 而 效 是 一 租 国 涩 ,而 此 等 加 
数 的 偏 导数 成 一 方 阵 。 故 方 阵 的 引进 蕊 是 自然 的 事 。 


为 简便 起 见 ,我 们 以 Hermitian 方 阵 妃 > 0 或 互 之 0 分 别 


表 卫 是 定 正 的 或 特定 正 的 ; n X nn Hermitian 方 阵 也 < 了 与 4< 委 了 
分 别 表 8 一 4 是 定 正 的 或 御 定 正 的 .。 


若 ajp(z) (一 1 ai B=1,...,n) 是 一 粗 在 域 刀 可 


积 的 图 数 , 算 阵 


四 103 « 加 _ 


人 


的 积分 | 4 玫 示 对 矩 了 4 的 每 -一 元 素 积 分 后 所 成 的 矩阵 , 序 
| AzZ = vv | (3.6.1) 
Dp ， 


我 们 首先 诗 明 一 个 引 理 : 

定理 3.6.1. (Schwarz 不 等 式 的 推广 )， 褒 A(z) = (41(z)， 

Xz)) 与 Ps) = (pis),**', Ps a) 是 黄 个 7 区 向 量 ， 
它们 的 支 量 4 (x) 王 pa(z) (a 一 1，:……, x) 箔 是 在 域 DD 定 义 的 移 
对 值 平 方 可 积 的 画 数 ,出 恒 有 


< 去 7 ， ie 
| rez 人 人 ps) | ,pps | 作 。 


。 设 “一 (mr … st) 是 一 常数 向 量 , 则 有 
a ge 人 | =) 于 -| (zj ero BP CA )s = : 


\ rro eS i 
, 一 | op’ | g 一 “(| pF | 人 ez 


定理 3.6.2。 敦 fa) 一 Cf) je) 是 在 培 D 公 的 
一 组 两 数 ， 其 中 仔 _ f(z) 上 草 是 解析 画 数 , 划 且 IC 十 ， 
Ps) < Mo, MM 是 -一 正常 数 ， 划 恢 有 


芝 To(z DD, 


其 中 T(z, 了 是 城 D 的 度量 方 隙 ( 见 $2.5) 而 7. 为 本 西数 方 了 


上 昆 62.5.5 7) 
证 ， 命 
Pls) : 一 ff CEGCs zy 一 上 (3.6.2) 
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其 中 KCz, 2) 是 域 刀 的 核 男 数 ， 一 《6 5 加) 是 域 DD 的 一 固 
定点 。 由 于 f(z) 是 有 界 的 ， 9alz) 对 变数 z 是 在 域 D 稳 对 值 王 


方 可 积 的 画 数 . 
作画 数 
2) = KOs) 1) KD gC, 7) Kz D, 
O a | | OQ ~ 
= 1,:..,n, (3.6.3) 


每 对 下 也 是 在 城 和 对 信 下方 可 可 的 本 
”由 定理 2.3.2 知 | 


eA = 


= an Pp Kes 2) 一 KG, D) | Pas) 2 


一 ,gp A 2) — KG, 7) 2 站 
gp D | Pel?) 
和 (DE Oz z 本 


一 Ra 2) el ， 


一 


出 此 知 
| Mp12*: | A1Pa2 
|, A Pz = = 
| As DIZ* * | Xsan 
和 Of ee Of, 
- Oz} Oz1 
~ K(z, 7 ) 昌 一 
Of 。 Of» 
Ozn Ozs 
= 一 一 K2(¢, £) 360. - 。 (3.6,4) 
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同样 ,由 | 
| Na) Apl2)z OK 2) OK(#, 0) | Kc, DK(t, 3)2— 


-及 (5 有 |), 有 Ce 1) OK 3) 2 — 
Orta 
一 9 7 ) OK(t, 2) | ) 全 天 (zz)z 十 
Ota D Oip 
+ 天 (2z， 2) OK (xz, » OK(z, Z ) > 一 
D Oig Ota 
_ OK(s, i) 全 区 (Cr 7) K(z, DD —_K(z, 站 21) OK(#,2) 
Ofa Ofp 人 18 Qz¢a 
_ K(z, DE D OK(t, 1) 人 7) 十 Ka2(z 1) 8 天 人， 纪 2) 
| Ota OrtaOtp 
OK(z, 站 __ OK(:, 1) OKk(z, 2) | 
= K(i, 2) |K(z, 1) St Csta 2 | 一 
(4 | Ys: 2) OtaOfp Ora gp 
Kz, 7) Olog KCz, 2) _ 


or 


天 (rt 2) Tah(z, 2)，, 0 , B = 区 
可 知 


SD 
2 
> 
a 

| 


VV x oe . 下 TNs 
TC: 2): . Tialt, DN 
z i DTaliD) 
一 Kz, 2)T(z, 2). - | (3.6.5) 
根据 (3.6.4),(3.6.5) 及 定理 3.6.1 可 得 


W 1 HD EO pic NTO DD{ oop’ 
K (rt, 2) Oz Oz: K Qt» T(t, #) |, PD 
此 部 
0O5 。 


Of(#) Of) < 二 1 
Di Oz 开 (t 
由 (3.6.2) 知 | 
: p’ =— | pC) + | ae)? 一 
= ClhCz) 时 十 +t | C2) ) I KC, 1) 1 < 
MKCz,7) |). | 
故 (3.6.6) 变 为 
arD BIT -Me 
Oz Oz K(z,7) 2) 
M? 


en BKC DTC, ;72) 一 MT(t, i). 


T(z, 引 pF'z. . (3.6.6) 


(IIgs Dl ) 7G, — 


”定理 旋 明 . ER 
定理 3.6.3. 设 解析 变换 5S 把 有 和 界 域 DD 映 为 自己 ,并 且 点 4a€D 
不 变 ， 划 映照 夯 数 的 画 数 方 阵 在 4 点 的 特征 根 之 秀 对 值 此 和 工 , 
所 有 特征 根 之 色 对 和 值 此 等 于 1 的 这 要 条 件 为 变换 S 把 域 忆 一 一 地 
映 为 自己 . 
证 。 不 妨 假定 a 为 厦 点: 由 于 DD 是 有 界 域 ， 存在 一 下 数 MM， 
使 得 5 的 映 妥 图 数 f(z) 一 《万 (s)， ”” ”5 f(z)) 适 合 | 有 C2)1 填 … 
+| 扩 (2) 1  M”， 由 定理 3.6.2 知 | . 
» af (87Y yp : 
(2) (Si) < MT(0, 0). 
由 于 了 (0， 0) 是 一 定 正 的 常数 的 Hermitian 已 午 ， 故 存在 一 正 数 : 
上 使 得 . 
T(0, 0) < 1, 
如 是 有 
其 中 
(Or 
4 人 (3) 
ge 硬是 把 忆 脆 太 其 内 部 且 合 原点 不 变 的 变换 ， 因 之 有 
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4 < AM27 
习 知 存在 画 方 磊 忆 使 得 。 . 
| A= UIU,, (3.6.8) 


其 中 是 一 三 角 方 阵 , 设 其 为 | 
{rR 来“ 水 

re 

?oe 


这 里 jn， -……, pr 是 4 的 特征 根 ， 


以 (3.6.8) 代 入 (3.6.7) 得 
DT 这 和 ax 
站 FF < FM27. (3.6.9) 
从 » 
[下 来，…，, 炒 
rt=| 9 码 ; 沁 
~ z 0 0 
得 知 : 
a * 


i nj** 十 非 信 实 数 。 六 


TAT 一 * 
。 。 ™» 
* 米 和 


由 (3.6.9) 知 必须 
il < uM’, “人 | oo 天 委 LM’, 


& 可 以 是 性 总 的 正 整数 ,因此 必须 ”| 
[pl 委 1 [el 1. (3.6.10) 
这 坟 朋 了 定理 的 第 一 部 分 . 
从 _ ”7 
ldetA| = lp le) 
及 (3.6.{0) 可 知 ,|det4| 一 1 的 充 要 条 件 为 


ja 一 :一 | 一 1 
但 根据 定理 3.5.3， |det4| 一 工 的 充 要 条 件 为 S 把 域 D 一 一 地 映 
为 自己 ， 定 理 完 全 证 明 . 
§ 3.7. 固定 荔 ， 把 一 域 史 一 一 地 映 为 自 已 的 所 有 解析 变换 


显然 成 一举 了， 这 称 为 域 万 的 解析 自 同 胚 大 。 使 域 刀 的 一 点 z 不 


明生 


变 的 所 有 解析 变 痪 把 一 一 地 觅 为 自己 者 成 一 雅 T。， 称 为 点 的 
图 定价 . 1 是 TT 的 子 潮 . 

“定理 3.7.1。 裔 T, 是 有 界 城 访 的 点 4 的 固定 草 ， 则 存在 一 非 

, 异 的 线性 变换 把 D 映 为 D* 并 把 疏 4 映 为 原点 ,使 得 D* 的 固定 他 

让 的 任 一 变换 之 映照 男 数 友 在 原点 的 展 式 为 


fz (2) 一 > xppas 有 十 高 区 项 ，， 0 一 1 ， 


-其中 也 = CD B<n 是 一 本 注 仁 (这 个 定 邢 包 合 了 DT 与 西 便 的 

，， 一 个 紧 致 子 堆 同 构 ). 

证 。 不 妨 假定 < 一 (0， , 0), 命 Tp(z, 2) 为 城 忆 的 度 

量 方 侨 , 习 知 存 在 非 异 的 常数 方 障 4 ,使 得 

47p(0，0)4 = I. 
”和 作 条 性 变换 5; | 


下 


-4 Ba2pB3 C 一 ………，77。 


其 中 A™ = CD pe 设 S 把 域 D 映 为 有 界 域 D*, 此 变换 之 
图 数 方 阱 为 四 | 


Oz* _ 
:Oz 


根据 定理 2.5.2 知 四 
Tar(0， 0) (等 - 一 ToC0， 0( 2 )” 一 了 《37,1) 
如果 之 是 一 To 的 变换 ， 了 对 应 有 一 Ty 的 变换 T* 一 STS™!: 


一 za = fa(z°), & 一 ]， “2 


再 应 用 定理 2.5.2， 
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ee 


Tor Cit, 2 


ro 一 


命 2* 一 0， 旭 w* 一 0， 由 (3.7.1), 上 式 变 为 


[一 (cr) (BY) 
Oz* /Js*=0 \ Oz* /se*=0 > 


/Ow* 
、 6) 
是 西方 阵 ， 定 理 得 证 . 

”上 面 竹 明了 T; 的 任 一 变换 T* 对 应 有 一 西方 隆 Uy*, 此 即 工 * 
的 男 数 方 阵 在 x* 一 0 的 值 。 显然 所 有 这 些 U* 成 一 西 尝 的 子 蛋 
9g。 由 定理 3.1.2 知 不 能 有 滁 个 不 同 的 T* 对 应 为 同一 的 U*, 故 了 
” 与 8 同 构 ,车 TX, 732, 是 T2 的 一 串 变 换 ， 划 可 取 一 子 串 使 
、 之 收 敏 为 一 解析 变换 T*。7T* 也 使 原点 不 变 . 原点 是 D* 的 内 点 ， 

由 定理 3.5.1 知 , T* 也 是 ~ 一 地 映 态 的 自 BE, 故 属于 、 此 乃 家 

示 T[3 是 紧 致 的 , 故 9 亦 然 . : 

若 域 的 解析 自 同 胚 堆 二 包 售 下 面 的 变换 : 
za 一 au 一 ez — a4), a=1,.:* ,7 (3.7.2) 

其 中 0 为 任意 的 实数 ，4 二 (a, -…， a,) 为 空 闻 C* 的 一 固定 点 ， 
可 以 属于 力也 可 以 不 属于 D, 则 轧 称 为 以 4 为 中 心 的 国 型 域 。 若 
a 属于 刀 , 则 局 称 为 包含 其 中 心 的 转型 域 , 此 时 (3.7. .2) 的 变换 是 点 
4 的 男 定 好 的 一 个 子 娠 ， 

定理 3.7.2， 设 马 是 包含 其 中 心 (0，: , 0) 的 有 办 加 型 域 ， 则 - 
任 一 在 刀 解 析 的 画 数 .fs) 能 在 域 刀 中 展 为 级 数 
~ f(z) = Po 十 PiCs) 十 .…. 十 Pk(z) 十 .… 
其 中 PrCz) 是 ,x 的 处 详 齐 头 多 项 式 ; 此 外 能 选取 一 租 
2D) 的 完备 正 交 就 范 丽 数 和 {px(z) jx=o4…4， 使 得 每 一 prCz) 


缘 是 aa，.…， zu “的 齐 次 多 项 式 ,特别 是 polz) 二 -+ ,其 中 
/ | VV(CD) 
V (D) 是 域 D 的 痊 体积 。 | 
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证。 取 大 于 14 的 正 数 7， 2 中 心 ,把 城 D 收 其 二 而 得 


一 域 DD， “此 朗 释 变换 wa 一 一 -wa 而 得 的 域 .， 注 疙 了， 未 必 包 含 在 
中 ). 显然 D， 地 是 包含 蓉 中 心 (好 原点 ) 的 加 型 城 因 之 若 (a1 
“20) ED,, (roe d,s +, ran) ED,0LO E27, 


这 是 D, 中 的 解析 夯 数 ， 和 
当 * 在 原点 的 充分 小 邻 域 中 ， 函数 
PT) 一 far， +, zt) 
是 在 四 < ” 解析 的 困 区 :因此 有 


bz) = | p(T) 开 

[FI 一 一 

” 另 一 方面 ， 对 任 一 点 ED | 
VD 一 二 (| fary rs eat) A 


-一 (1) = f(z). (3.7.3) 


2r TY 一 并 加 
四 dT 
三 去 27z | fxr | soT) -Si Tl (3.7.4) 


此 级 数 的 每 一 项 在 D, 解析 . 我 们 要 证 明基 在 DD, 的 任 一 紧 致 集 5， 


一 至 收 化， 实际 上 , 当 (z，……，za)《E 互 时 ,由 (zar，… zo7) 所 


成 的 点 集 P 是 刀 的 紧 致 集 ， 刀 是 周 型 域 ,点 集 
0 = {(wie'™® > "°°"y tne ef | Cwi,: ” *, ws) € FP, 0 < 0 <2n} 
仍然 是 D 的 点 集 , 写 是 紧 致 的 ,因为 对 写 的 任 一 点 叫 (zotkerek3 


wisetet ,外 一 1， 2，…… 我 们 能 相应 的 在 了 中 取 一 点 囊 {ww 人 tm} 


收 钊 为 一 点 w 中 EE. 忆 ,又 .能 取 一 实 激 囊 19。 } 收 总 于 0(0<% 去 2z)， 
” 融 lim Cwhltm etotm s**t eidkm)) = (wi Ve ewe) 仍 
” 属 5. 此 乃 天 示 当 z€B, 时 ,f(x1r，"…, zr) (rT 一 re) 是 有 界 
的 。 故 般 数 (3.7.4) 在 B; 一 致 收 钱 , 因 之 Jy(z) 在 D, 解析 ， 

人 


»* 1iD0 。 


Puls) 一 | fr, - > znT ) -St 


DA? 


- | P(g) 是 1 的 mr 次 齐 次 多 项 我 、 因为 易 证 想 包工 换 为 
zoe 时 有 : : 


1 ~ "1 : 0 .a 19 -一 
PCzei) 4 f mre es ste) EE 


一 PP) ， 00<2n, 


册 


z Acim 
Pn(z) 一 > 12 31 1 2 


由 于 f(z) 在 原点 的 充分 小 邻 域 能 展 为 震级 数 ， 而 由 (3.7;3) 知 , 在 
此 令 域 记 短 等 于 消 (s) , 故 由 需 级 数 的 唯一 性 定理 (定理 1.2.1) 知 


Lp 一 — 1 Ee ， 

1 12 Qzf1 zz jz=0 

此 乃 表示 了 .pz 上 与? 无 闫 , 亦 序 Jj(s) 在 D; 的 展 式 
由 (z) 一 王 PCs) 


与 了 无 关 。 命 了 一 1， 便 知 风 (zs) 在 D 能 展 为 上 式 ， 但 由 (3.7.3) 


及 定理 1.2.2, 在 整个 D 中 有 y(z) 二 f(z) 息 且 明了 定理 的 第 一 


部 分 . | 
注意 ,， 上 面 的 证 明 包含 了 J Cs) 在 城 广 一 > Di 是 解析 的 ， 
<rel 
因此 包含 了 


定理 3.7.3. 屋 卫 为 包含 其 中 心 的 有 界 圆 型 域 ， 方 为 包含 万 
的 以 原点 为 中 心 的 最 小 星 型 域 ?， 草 任 一 在 解析 的 丽 数 必 可 解析 
展 拓 至 上 D， : 
现在 证 明定 理 3.7.2 的 第 一 部分。 
把 4 次 单项 式 


1) 以 点 4 为 中 心 的 星 型 域 3， 划一 过 对 其 任 -点 z, 所 有 适合 wa 一 ea 一 r(za 一 Ga) 
0 委 7 委 1 的 纪 点 仍 包 合 于 沪 者 ， 


. 111 . 


1! 
1 i* 


-ID 


tm co 
排列 成 min — 1 稚 向 量 


| ， xm 一 《2zY, zw ,27 7 
邮 易 证 方 耳 z 
H,, = fo tr] ; 

D 


| Hm = /A A,, 
命 
. | | im —- fm] FL ， 
天 Op ™) 的 支 量 : | : 
(mm) 1 | 《7 十 nm —— 1)1 
pk (z) ， 尺 1 ， 2， 3 ml (Cn Dr 
显然 适合 
| pC) PE (2 C2) 一 bx. (3.7.5) 
如 是 画 数 系 pC) (一 = 1, 2, +…， ta, m = 
一 01 2 ) 的 每 一 个 pjm(z) 是 各，… 的 次 齐 次 多 项 


址 、g 是 党 于 必须 和 $F VVCD). 这 是 一 正 交 了 就 范 画 数 系 ， 
根据 (3.7 .5), 只 要 证 明 


- OMTTa 一 0 mel (az6' 
根据 候 琶 , 忆 是 图 型 域 ,因此 对 任意 的 实数 0, 有 
co 9 多 (PC 一 


一 7" (ze 19 DCzer0)s 一 | Ps) PE DC) 二 


破 (327 .6) 必 定 成 立 ， | 
最 后 我 们 恋 明 !{ pm (2) } 是 完备 的 . 
根据 9 名 (z) 的 定义 , 任 一 rz 次 齐 次 多 项 式 P, (zx) 能 家 为 


e 1l2* 


Cn 十 12 一 1)1 

11! (7 一 1 1 

而 根据 定理 3 7.2 的 第 一 部 分 知 ， 任 一 在 解析 的 画 数 f(x) 能 在 
D 中 展 为 


Pp,, (2) 一 3 oppfC)， Cnn 一 


j= 


我 们 只 要 亚 明 ,如 果 f(z) ES :(D)， 划 帮 有 
3 
我 们 用 一 域 中 Di, D,, ~" 通 近 D, 其 中 D: .C Dian. 我 们 不 
妨 息 定 Dk 每 是 加 型 域 , 否则 以 图 型 域 D: 一 {ze'*jz EDi, 0 <<9 
“过 2 代替 D4。 由 于 f(z) 的 展 式 在 D; 中 一 致 收 化 ,而 De 为 图 
”型 域 , 因 此 
上 5: - SI Pr BPDz = 


1=9 “7 z 
= |, Puls) 9850 
其 中 Pi(z) 是 1 次 卉 次 多 项 式 根据 (3.7.5 我们 有 


(HTP). 


sm, 1 Pu(s) PP (2) 2 = Es ap wpm, Pp Pz 一 cf， 
k++ 


由 此 知 (3.7.7) 成 并. 定理 3.7.2 完全 证 明 ， | 
定理 3.7.4。， 设 D 与 D* 党 是 包含 原点 为 中 心 的 有 界 贺 型 域 ， 

副 任 一 把 DD 一 一 地 映 为 DD* 的 解析 变换 S$ 使 中 心 互 相对 应 者 必 为 
线性 变换 ; 特别 二 把 域 一 一 地 映 为 自己 使 中 心 不 变 的 解析 变换 四 

必 为 线性 变换 . 

证 . 设 3 的 映照 酌 数 为 四 

falz) 一 PCz) + PIOCz) 十 ya 一 1 az (3.7.8) 

其 中 P89Cz) 为 加 次 齐 次 多 项 式 . 
: 命 To 表 变 换 ws 一 o19s。， 草 变换 8* 一 STg 5s- 把 D* 一 一 

”地 陕 为 自己 而 使 原点 不 变 , 其 映照 画 数 为 如 下 之 形式 


。113。 


zt 一 ci0z 十 和 一 7 


”由 假设 知 , D* 的 原点 的 固定 从 包含 变换 7 wt 一 e922 


”由 唯一 性 定理 (定理 3.1.2) 知 , 必须 5 二 T8。 由 此 知 T$S= SToe. 


由 (3.7.8) 知 ,后 一 变换 的 映照 锁 数 有 如 下 之 关系 : 


evfalz) 一 P 人 (se 十 了 各 (se 十 和 


“0 可 以 是 任意 的 实数 ,因此 必须 


大 (zx ) 一 PP(z)， X 一 二 .和 

定理 证 明 . : 

者 域 D 的 解析 自 同 胚 谷 包含 下 面 的 变换 : 

ee Ciba(za 一 Co)，w 一 1 ，7z 

其 中 0 ，0， 为 任意 的 实数 ， 点 4 一 《qd4s) 可 以 属于 
D 也 可 以 不 属于 DD, 则 DD 称 为 Reinhardt 域 ， ak 称 为 中 心 。 显 
然 Reinhardt 域 必 定 是 圆 型 域 . | 

定理 3.7.5。 设 DD 是 包含 原点 为 中 心 的 有 界 Reinhard 城 ,有 

任 一 在 刀 解 析 的 本 数 蕊 s) 能 在 域 乙 展 为 震级 数 


ja 一 > mi mas1 11° 0 


ed n=0 


此 外 ,能 在 &(D) 中 夺取 一 组 完备 的 正 交 就 范 轩 数 和 ts) 使 
”得 每 一 pa(s) 此 是 单项 式 .” 


此 定理 之 诈 明 方法 如 定理 3.7.2， 车 者 二 让 证 之 . 
$ 3.8. 可 递 域 . 车 对 域 DD 的 任 两 点 4 与 6 存在 城 D 的 解析 
自 同 肛 看 的 变换 把 4 点 映 为 6 点 , 则 忆 称 为 可 递 的 或 齐 性 的 ,了 


称 为 城 刀 的 运动 地 显然 ,如果 域 DD 的 任 一 点 4 能 以 了 的 一 变换 


映 为 域 忆 的 一 固定 点 co , 则 刀 是 可 递 的 . 
定理 3.8.1。 车 为 有 界 可 递 域 包含 原点 者 ， 所 Cs; 四 是 把 域 D | 
的 2 一 (#1, ,tt) 点 瞻 为 原点 的 工 中 的 变换 之 映照 图 数 ， 员工 


九 的 核 画 数 . 


KCs, 让 一 cj det ,oa ) 2 
Oz . 


z=} ? 
其 中 < 一 天 (0。0)。 特别 ,车 D 是 以 原点 为 中 心 的 贺 型 域 ， 则 
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< 一 元 :其中 VCD) 说 的 站 体 各 


证 。 根据 定理 2.3.7 知 
(zx 2) 一 RM; 人 ， fCz; 7) 5) 


ja Oe | 
. Oz 
命 z 一 得 | A、 


K(#, 7) = K(0, 0) | 


如 果 刀 是 以 原点 为 中 心 的 加 型 域 ， 根据 定理 3.7.2 知 及 (0， 0)= 
1 定理 证 明 ?. 


了 CD) 
定理 3.8.2. 条 果 万 是 一 包含 原点 的 有 界 可 递 域 ， 则 对 任 一 点 


zt 域 D 的 度量 方 陈 有 下 列 关 条 : 
T(t, 71) = (xc 2) T(0Q, 0) (FE Oe; 0)  ， 


其 中 f(z;2) = (fi(z; 让 … fo;.4)) 是 T 中 把 这 为 原点 的 变 
换 之 映照 丽 数 . : | | 
此 定理 乃 定理 2.5.2 的 直接 推 葵 . 
定理 3.8.3. 设 DD 是 一 有 界 可 递 域 , 5 是 一 和 解析 变换 上 映 D 及 其 
内 部 ， 若 有 一 点 x 中 ED 使 得 
dr2(st(0 ， z) -一 ds’Cw 0), w ) ， 
其 中 dz，z) 表 域 刀 的 Bergmann 度量 ( 见 5 2.5) 在 zx 点 之 值 ， 
”此 处 wm 一 Sz 四 ， 则 s 把 域 品 一 一 地 上 映 为 自己 ， : 
在。 我 从 先 指出 ,如 果 定 理 在 域 卫 成立， 则 对 任 一 解析 等 价 
于 DD 的 域 D™ 亦 成 立 . 实际 上 ， 如 果 解 析 变 换 * 了 :xz “一 9 (z)2 把 域 
一 一 地 映 为 D ， 则 根据 定理 2.5.2 知 4d 多 (2， 3)= dsbr (C2* ， 2 ), 


wi 


1) 此 定理 股 明 ， 有 界 可 递 域 的 核 贾 数 可 以 不 必 从 鼓 域 的 完备 正 交 就 范 图 数 采 构 
道 。 相 反 的 ， 可 以 从 已 知 的 六 图 数 构造 均 城 的 完备 正 交 就 范 条 。 ( 贿 开 陆 启 绎 
[ 门 ,第 二 音 $4)。 . 

2) 售后 为 简单 起 气 ， 我 们 常 以 2 一 pz) 代表 一 变换 ， 这 中 妈 一 (wol wn), 
3 一 《Pi(z)， "ys PnCz)), 而 w= Pz) 包含 了 Wa 二 Galz), CS 一 


~ 


到 . 和 | 115». 


如 是 变换 TST! 把 D”* 映 入 其 内 部 . 车 此 变换 把 D* 一 一 地 映 为 
自己 ， 则 S$ 把 DD 一 一 地 映 为 自己 ; 反之 亦 然 . : 

我 们 不 妨 假 设 万 包含 原点 ， 而 刀 的 度量 方 阵 在 原点 的 值 等 于 
7T:;, 否 则 我 们 可 取 一 解析 等 价 于 万 的 域 使 之 适合 条 件 ( 昂 定理 3:7.1 
的 诈 明 )。 : z 
` 不 妨 假定 S 把 原点 不 恋 ， 届 S$S: w 一 -Ca)， 由 定理 之 假 娄 知 ， 


1 (OE) .oreo ,za) (PE) mw 好 = 
四 一 lzT(zO，50)d3 
对 任 一 向 量 dz 一 (dzi， … “ds 此 即 


唱 


(00T 0, 0) (OE) wn = Te 29), 351) 


_ 


. 命 了 409 为 中 的 变换 把 <0 点 映 为 原 点 者 ， 其 映照 画 数 为 
p(z; zxO) = (Pilz; 20),., paz; 2z0)). 


根据 定理 3.8.2 知 z 
T(x), 260)) 一 (cc z(9) ) Es 2) _ 
-一 Daz z= (0) Oz = 一 sx(0) 
及 .| ~ 
一 on (60pGw;i wo) (了 wy 
T(w ,tw ) (<2 Dw ~ Bw ww 
由 (3.8.1) 可 得 
OPlz; z°) ) Of C2) Op: wa) 
Oz sO\ Fz /0 ow iw) 
x (BE 小- 2 ) (Op; 2 YT 
， ww za 人、 | ~ 二 多 OO) 一 “. 
| (3.8.2) 


车 命 5* 一 TvsT 芒 ， 旭 S* 是 把 DD 上 映 久 其 内 部 旦 把 原点 固 
定 不 变 的 解析 变换 , 宅 在 原点 的 而 数 行列 式 的 值 , 朗 方 阵 
Op(z; zx 四 ) )- of) ) /9w; sy) 
Oz :=s)\ Oz /zx z 


”的 行列 式 之 值 ， 外 (38) 和 此 为 了 的 和 项 式 之 村 全 等于 1 根 


bn 


w=w(0) 


. lif 


据 定 理 3.5.3 知 , S# 是 把 也 一 一 地 映 为 是 已 ， 故 $= 7 S* 了 
丈 然 . 定理 证 明 。 
现在 的 问 题 是 ， 是 否 存在 与 Bergmann 度量 相对 应 的 Schwarz- 
Pick 定理 , 郎 如 果 解 析 变 换 S 把 忆 上 映 大 其 内 部 , 则 屋 有 、 
ar(w, 历 ) < 3p2(s 5)? 


这 里 有 一 反例 . 命 : : 
、， Ps= {lzl <1,|z| < 二 
s M2 一 工 ， 
了 变换 
/万 ~ 
ti = M2 (1 + e)zi 十 E72» : z 
_ (3.8.3) 
w= M2 (1 十 6)zi 十 sz 


i 1 + 


A 


V2 z1 十 - 2 (一 = + 22) 


ol 一 本 名 


< 3 edal + a) < 
在 $ 2.5 例 (1) 中 知道 , 双 圈 柱 ?的 度量 方 阵 为 


1 0 
T(z, 下 一 2 一 lz 1 
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了 (0， 0 -2 人 (1 0 。 


可 0 1 
双 变 换 (3.8.3) 的 函数 方 阵 为” 
V2 0148) V2 +4e) 
ow _| 2 < z 
Oz V2 8 V2 6 .| 


因此 村 


(ez) ,700,0 ( 酌 ] -2(Gz 宁 os 人 (1 人) 


此 瑟 表 示 Schwartz 引 理 不 能 在 双 加 柱 戊 立 . 
但 我 们 有 下 面 的 定理 : | 
定理 3.8.4. 和 如果 有 界 域 马 是 可 递 的 ， 划 存 在 一 正 煞 下 只 4 与 域 

DD 有 关 ， 机 但 对 全 一 有 办 9 及 任 一 把 9 映 入 DD 的 解析 变 次 S: 

Ww f(z) , . * / 

a zoCW, WD) 3 Bw < rs 司 ， 
此 即 ” .  ， 四 
dsp(W, W) < Rd C2, 3) : 
”证 .， 命 域 DD 的 运动 价 T 中 把 域 D 的 点 :一 (51,*… ,ss) 映 为 
一 固定 点 w9 的 上 映照 为 w* 一 p(w;s)，s = Ga, … 5) , 则 由 
定理 2.5.2 知 


To(sy 习 一 (SPC: 5) Tp rpCea， Ww) CE 


命 ppl wo)) 为 Tpl2w Oo, ty 的 最 大 特征 很 , 划 
ToCw wy) 之 poCw OT. 
由 此 得 站 
wm) (ae(wi (320eiD5y 0 
Tp(s, $5) < ppl 人 ow ( 3 ) (3.8.4) 
定理 假设 是 有 界 的 , 故 存在 一 正 数 M , 使 得 


» 1 ， 


Sow PSM 本 (3.8.5) 


现在 我 们 只 考虑 DD 中 的 点 ?是 变换 5 的 象 点 的 人 情形， 发 * 为 ， 
2 二 (ft1, “ ot »)69 的 象 点 ， 即 $ f(z2), 由 (3. 8. 5) 知 : 
> lo PSM C3:8.6) : 
”上册 于 palf(#); s) 是 % 的 在 8 的 解析 图 数 ， 应 用 定理 3.6.2 知 z 
OP(f(z); .5) OP (fF(2); 5) < MT 3). (3.8.7) 
和 Oz Ox | 
由 于 | 
6p(fCo); 人 _ Bf(z) Op(w: 2 
.Oz Oz . Ow 
以 之 代入 (3.8.7) ,并 命 二 + 得 
BO (9(w; 2) (到 Cw; 5) ED 
0 Ow ws Ow w=s Oz 
“< 乏 MTi(D (3.8.9) 
应 用 (3. 8.4) 及 (3.8.8) 得 : 
S40) Tpls ,5) 1 <p ol Lo ax (e202 s) x 


Ow /w=s 


、 [Eze satsyy Sy < CMPT CE 让 
Ozw w=s Oz 


我 们 取 一 MA er(zG) ， 便 有 
2 TT p(s, 3) SK < tr 5), 


£ 可 以 是 9 和 9 全 一点, 证 者 和 和 
特别 当 g 二 D 时 , 使 得 定理 3.8.4 成 立 的 最 小 正 数 记 命 之 为 
koCD). RoCD) 是 一 解析 不 变量 ?， 序 如 果 域 D* 号 D 角 术 等 价 , 则 、 | 
(CD) = RoCD™ )» | 

解析 映照 的 基本 网 题 是 在 朋 析 等 价 下 域 的 分 类 凋 直 ， 部 确定 


1 参阅 陆 启 经 [2],[3]. 


i | 
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两 域 在 什么 条 件 下 解析 等 价 ， 这 个 问题 还 远 没 有 解决 。 在 单 复 变 
的 情形 ， 习 知 任 二 单 连 通 区 域 边界 上 多 于 一 一 点 者 解析 等 价 于 单位 
”图 ; 在 多 变数 的 情形 就 十 分 复杂 了 . 例如 + 一 2， 双 圆柱 P; 一 
{1a < 1 ,| z2 | 一 1} 与 单位 起 球 S$2 一 {zi|? 十 | sj: < ~ 1} 此 大 
单 连 通 的 , 且 彼此 拓扑 等 价 。 但 根据 $ 2.5 例 (i) 与 (让 知 , P: 的 酉 
曲率 不 是 党 数 而 5; 的 西 曲率 为 常数 ， 又 根据 定理 2.5.4 知 ,P 与 9， 
非 解析 等 价 . 
从 上 面 的 例 知 ; Pz 与 s, 不 等 价 的 和 害 别 是 借助 于 西 曲率 这 个 
解析 不 变量 。 我 们 知道 的 解析 不 变量 意 多 , 则 刊 别 两 域 是 否 不 等 
价 意 上 容易 ,因为 两 域 只 要 有 一 个 解析 不 变量 不 相等 便 非 等 价 ， 但 
- 寻找 一 组 完整 的 解析 不 变量 , 即 两 域 的 此 姐 不 变量 各 个 相等 ， 便 足 
以 制 别 此 两 域 等 价 者 ,是 十 分 困难 的 问题 . 
关于 域 的 解析 等 价 下 的 分 类 问题 ， 比较 好 的 烙 条 是 属于 FE. 
Cartan 的 ?他 考虑 有 界 的 对 称 域 ( 不 一 定 要 求 单 叶 的 ) , 即 此 域 的 
任 一 点 a 有 一 解析 自 同 胚 变换 ss, 把 点 < 也 只 有 点 4 固定 不 变 , 而 
Ss 丰 E, 但 52 二. 地 证 明 任 一 有 界 对 黎 域 必 贞 为 下 面 的 域 之 
一 或 它 全 的 有 限 个 拓扑 乘积 : + 
(i) 是 mz 个 复 变数 sia (f= 1, m; 以 一 1， ,12) 卒 
辣 的 域 ,由 关 采 式 z : | 
~ ZC 一 ZZ > CO 
. 定义 ,其中 Z 一 〈zia)icic<mvlca<a 是 m Xn 矩阵 ; 


8) 是 一 plp 十 1) 个 复 变数 za 一 pa (cy 有 一 1 … .> 力 ) 


.空间 的 域 ,由 关 和 孙 式 
,I ZZ>0 
定义 ,其 中 Z 一 (zsp) 是 p Xp 对 称 方 阵 ; 


G8) 是 二 gq 一 1) 个 复 变 数 zxop 一 一 xpa (Co B=- 1 0) 
空间 的 域 ,由 关系 式 


1) E. Cartan[1]. - 
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nu 7 十 Z 互 > 
宕 ,其 中 (aa) 是 4 x 9 和 对 入 了， 
(iv) 是 六 修复 变数 za(w = 1， ， N) 空间 的 域 ， 由 关系 式 _ 

人 一 2zz > 0,. 

1 一 |zsz | 二 0 

定义 ,其 中 z 一 (z1; ……，xw) 是 一 入 稚 向 量 ; 
(v) 还 有 陌 个 分 别 是 16 厅 与 27 蕉 复 空间 的 域 , 还 未 具体 定 昌 

“下 Cartan 的 精 果 诈 明 ,要 用 到 许多 李 靳 的 知识 ， 这 里 不 准备 
不 难 鞍 有明 , 一 有 界 对 称 域 必 然 是 一 可 递 域 ， 但 反 过 来 是 否 一 
有 界 可 递 域 必 是 对 称 的 呢 ? 这 是 著名 的 让 .Cartan 问题 。 当 复 变 


”一 数 的 数目 x 一 1; 2，3 时 ， 外 .Cartan 的 猜想 是 对 的 .但 对 一 般 的 


”>, 这 猜想 二 十 多 年 来 没有 解决 , 直到 最 近 苏 联 TIarenrai- lanapo 
7 二 4,5 时 举 旦 反例 ， 他 指出 域 


一 L (Zz — Z)—ui— i >0,2= (a), zt 一 【( 约 或 多 


S23 
是 可 递 的 ， 解析 等 价 于 一 有 界 域 ， 但 非 对 称 的 。 他 的 证 明 要 用 到 特 
征 流 形 的 性 盾 ， 陆 户 儿 与 许 以 超 [1] 在 此 基础 上 构造 骨 zn 之 6 的 
反例 , 证 明 方法 仅 是 计算 这 些 域 的 黎 曼 曲 率 , 指 出 它 可 以 之 0, 而 
对 称 空间 的 黎 曼 曲率 必 达 0. 放样 同时 对 有 界 可 递 域 的 黎 曼 曲率 
必 过 0 的 一 个 猜想 ?也 答 以 有 反例. 
现在 解析 上 映照 的 重要 间 题 便 成 为 非 对 称 的 可 递 域 的 分 类 问 - 
题 ? 
另 一 颇 重 要 的 问题 是 : 如 何 币 别 一 城 是 否 可 移 ， 朗 一 域 是 否 能 
解析 等 价 于 两 较 低 维 的 域 的 拓扑 积 . 非 可 物 的 域 称 为 不 可 物 . 下 
画 的 定理 有 时 可 以 用 来 帮助 利 别 可 狗 性 ， 


1) 华罗庚 [3]， 

2) 在 本 书 排版 以 后 , 作 首 蒙 Kakaea 同志 赠 泛 [lnrenkn -THanapo 最 过 著作 
“TeoweTrpHH KnaccHdecKHX oOGrlacTe 商 再 TeoDHR aBTOMOD 中 HRIX 中 YHKIR 闪 2 
从 这 籍 文 章 得 知 ,有 界 非 对 称 可 递 域 有 很 多 例子 , 陆 启 扰 与 许 以 超 所 举 的 例 也 包 
插 其 中 。 此 外, 该 文 作者 称 ， 他 已 将 有 闪避 雍 域 分 类 ， 如 果 是 这 样 ， 那 是 解析 映 
申 的 入 一 一人 发 展 ， 
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定理 3.8.5。 发 有 界 域 刀 是 z1，…… ,zm 空间 的 域 Di 与 znni， 
, zn 空间 的 域 刀 ， 的 拓扑 积 ,并 届 诚 了 容 六 单产 儿 解析 变换 本 
$= palz;t) = za + Ez)t 十 (3.8.9) 
荐 此 等 解析 变换 必 能 书 为 下 面 的 形式 
2; 一 Di(si， , zm; £), 1 二 1,.**,m 
| Sm+i 一 一 prti( emtt,--. » Sn? zt), J 一 i, ?8 1%, 
其 中 第 一 租 喘 照 画 数 把 刀 一 一 地 映 为 自己 ， 而 第 二 租 把 D; 一 一 
地 映 为 自己 , 

我 们 首先 谢 明 : 

人 3.8.6. 若 DD 是 有 界 可 递 域 ， 则 其 Ricci 草率 屋 等 于 —1., 

. 不妨 假定 刀 包 含 原点 。 命 f(z; x 中 ) 是 把 域 刀 的 x@ 点 

bi 人 一 一 地 了 为 的 有 三 从 定理 3.8.1 与 
3,8.2 可 得 


K(xz, 0) 一 c | det 


af(zizo) | 
Oz 


/ 0 
及 - 


~ det T(z, z0) 一 cj | det 


Saz :2 | 


0 > 
其 中 < 与 aa 为 常数 ，z@ 可 以 是 姜 国企 才 有 
‘Olog K(z, 2) _ Olog T(z, z) 


OzaOsp OzaOzp 
z 根据 定义 上 式 即 ( 见 (2 2。 DD 及 (2. 5.25)) 
z z Ti(z, 2) = Rap(z, 82) 上 (3.8.10) 
而 Ricci 曲 办 为 | , - ”| 
Ri 
«a, B=1 . 一 一 芋 . 
SS TBCg, 2)dsodzp 
«, B=1 
定理 十 明 . 
现 证 定理 3.8.5. 根据 定理 2.7.1 ， C3.8.9) 是 全 分 方程 
'!. da __ 
元 Ea 人 


“的 解 ,故我 们 只 须 许 明 名 当 j 一 1，…,m 时 只 包含 赛 数 z1，……， 
zm 而 Emti(j 一 1， "一 mm) 只 包含 变数 zmt1，、"……; zw，、 害 理 
便 证 明了 .又 因 &。 是 解析 图 数 , 我 们 不 妨 假定 刀 包 含 原点 ,而 让 

明 在 原点 的 邻 域 有 6 一 jCx1 oo) (j 一 1 1m), Entj 一 
Emti(zmts oo) 一 1 7 一 z2) 便 可 以 了 ， 这 样 我 们 有 


” 可 能 选择 一 适当 的 局 部 坐标 ,使 导 证 朋 方 便 一 些 . 


由 于 D. 二 D, X D,, 根据 定理 2.3.6, 域 DD 的 核 图 数 
(zy 2) = Ki(zD, zd)K(s®, zs0), (3.8.11) 
其 中 Ki, Ks 分 别 是 域 Di; D2. 的 核 画 数 ，z 一 (zm)， 
0 一 (zn+b "26)， 由 此 知 


2 (GD 
Et 一 ToECzt， 2 中), 当 w Em，, Bm 
Tap 一 O logK 一 1 人 logK2 -了 ar DY 
OzuOzp 5 2), 当 om,B>m; 
-5p: . 
全 并， (3.8.12) 


”其 中 TB 是 域 Di 的 度量 方 陈 的 元 素 ， TT 是 域 D， 的 度量 方 陈 的 
元 素 ， 
- 同 理 可 有 Ricci 前 认 张 量 的 关 采 


了 GD 
了 Rh 当 a 声 -mB Em; 


.0 log detT G2) ) 
Ra Oo 人 , | 
“ 5 当 a 二 mm， B>m (3.8.132 
非 上 面 之 消 情 形 . 


根据 定理 2,.7.2, éa Ca， 人 Killing 方程 (2.7. 3), 
(3.8.12), 此 方程 能 书 为 如 下 形式 


OT ki OT OE£; ， 957) 
十 十 7， + 7 7 二: 工 | 一 0. 
三 人 和 Oz; 6 i 局 总 AN 各 - | 9, 
: Rl=1,*.'',m; 
网 (2) (2) i 
3 人 《全 + OTue, + 了 2 + 
j=mt+1 Oz; Oz; - Oz 


R,1i=—=m.+1,''，.,n，, 
有 人 
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t 一 7 二 3.8.14) 
我 们 不 妨 假 定 
Tab, 0) 一 5 ， 7 天 一 1 入 
否则 可 作 2 ，'…，zm 的 厂 性 变换 使 之 如 此 .， 又 我 们 可 作 局 部 坐 
标 变 换 (2.7.11)， 使 得 (2 7.19) 成 立 (5 选 之 为 0 ). 此 郎 可 以 很 定 
Ta(z®, 0) 一 Ti(0, 0) -一 Po 让 ， i 二 1， "sn. (3.8.15 ) 
同样， 可 以 假定 > 加 
了 uCz@， 0 一 旦 ro0， 0) 一 Shey- ;7 一 mm 十 1 了 oo。 (3.8.16) 
根据 定理 1.2.4; 在 方程 (3.8.14) 中 ,在 原点 的 充分 小 邻 域 把 x 
与 z 看 作 两 租 独 立 的 变数 时 仍然 度 立 ， 我 们 单独 命 一 0， 旭 由 
(3.8.15) 与 (3,8.16) 知 ,(3.8. 14) 的 第 三 式 为 


O61(z) + [eo] . 二 人 0. 
1 Ba Oz 2 一 0 


一 上， 7) 尺 二 9. 十 1,， "**, 32, 


O51(2) 2 -- CI》 7 一 1 ， “*“ ,72, R=m 二 1， ” …， 人 2》 《3.8.17 ) 


人 


同 理 ， 车 命 x 一 0， 可 有 


Se =6 Rls R=mt+i1l,***,n, 1 一 1 1m (3.8.18) 
. 


其 中 bi: 二 一 2 -为 常数 
(3. 8.17) 与 (3.8.18) 代 入 (3.8.14) 第 三 式 得 : . 


Si TAC (z), xD) ai 十 S TH 209,28)bn = 0 


7 =1 j=ni+l 
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在 上 式 对 Zr 二 1，，'*,m) 微分 得 


a 
M0, 
了 一 上 5 过。 
以 Ti 乘 上 式 ,对 +，1 从 1 至 w 而 加 之 得 
‘Olog detT 0 
-人 一 4 1 
ji=1 . Oz 
由 此 知 : z 
nt (1) . 
2 、 
O log det 工 一 0,，s 二 1， ,1 
| 7 汪 1 Ozj0z, ，， 
此 如 . 
CD 、 4 
>, Rjirajr = 0， s=1,: “3 一 2 十 1 nn. (3.8.19) 
.j=1 | | 
由 于 假 屋 刀 是 有 界 可 递 ,应 用 (3.8.107 知 
下 a 一 本 Ta8. 
由 此 及 由 (3. 8. 12) 与 (3. 8. 13) 得 ， | 
《1) (7) - 
R = — Th js—ls "sm ，- 
(2) (2) : 
Ri Ta, 7 5S—72 -1,.** ,1, 
因此 (3. 8.19) 可 书 为 
(1 
之 ， 了 FF 天 一 0 
j=1 


由 于 7 是 定 正 的 , 故 必须 
| aik 一 0， j 一 1 
同 理 可 证  -、 四 

Bur 一 0， 站 一 十 1， 一 


以 之 代入 (3,8.17) 与 (3.8.18) 得 四 
- etz) _ O08:(z) ‘1, ”3? 772 > k= 十 1 二， 


Oz | .Oz) 
此 力 表 示 Ea 当 x 二 1 ， 站 777 时 不 包含 B+1 Tn, 而 当 
a 一 7 十 1,…:*, 时 不 包含 1， 这 证 朋 了 定理 3.8.5 . 
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由 于 H. Cartan[2] 全 永明 有 界 可 递 域 的 解析 变换 二 的 连通 部 
分 是 由 单 参 数 解 桥 变换 医生 成 ,因此 ,如 一 有 界 可 递 域 是 两 个 较 低 
蕉 域 的 拓扑 积 , 划 这 些 变换 的 映照 夯 数 必须 为 如 下 的 形式 : 
evi 一 9 gm) ， 了 一 1 了 


ni Pti(Tmti1, - ”“ ”3 Za), 7 一 1, "ssH™ 2., 


* J26% 


IV. 雾 点 与 证 尖 由 点 


z 5 4.1、Weierstrass 预备 定理 。 命 07 一 0?(2) 形 示 在 C” 
的 点 a 二 《a1，…，an) 的 一 邻 域 (不 是 固定 的 ) 内 所 有 牙 伊 的 

za < 的 的 “ 重 守 航 数 的 全 体 * 亦 即 所 有 在 点 4 解析 的 夯 数 ， 妈 

果 a 二 (0, …, 0), 我 们 简单 地 书 02 为 0*， 这 里 顺便 担 及 ,，O3 


的 元 素 对 于 普通 的 加 法 与 乘法 成 一 交换 环 ， 它 有 么 元 素 1 而 元 才 


除数 . 
设 P(xz) EO* ,我 们 把 密 写 为 


P(x) 一 -Pe Tn) 
v=0 


时 ，zY 的 条 数 P,(zy，…， am) 是 代表 xy，……， zs 在 原点 的 一 邻 
域 收 钙 的 震级 数 . ， 四 
定理 4.1.1 (Spith 定理 ). 发 已 与 0* 的 元 素 


P(x，……，zn) 一 SPs “Zn) 2 , (4.1.1) 
i z 
Do … 0 一 7 0， | (4.1.2) 
则 对 任 一 0” 的 元 素 
B(z) 一 三 Be 3) 
在 Or 中 存在 唯一 的 | | 
op — = 0,(z sn) (4.1.4) 


1) 苑 对 于 O46 由 任意 两 个 元 蒜 必 与 B, 如 果 ap 一 0 那 末 w% 一 0 或 者 月 = 0， 
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及 


hl ; . z . - ， 
H(z) >, H,(%;, ” ,Zn)21 ， _ (4.1.5) 
其 中 | 
H,(0,:**,0) = -- B00), 9»=0,. ,KR—1(4.1.6) 
使 得 | 
O(z)P(z)-— B(z) = H(z), (4.1.7) 


证 。 我 们 不 妨 假 设 X== 1., 

Qi) 我 们 首先 证 明 ， 吉 级 数 9 与 昌 的 柔 数 可 以 根据 恒等式 
(4.1.7) 面 由 PP 与 B 的 系数 唯一 确定 . 

在 (4. 1.7) 比 逻 x 的 系数 得 . 
so.P，， BH» 0, 1, .8 一 1 (4.1.8) 


As=0 
王 oP — B=0, bp 之 | (4.1.9) 


下 面 我 们 将 汪 明 ， 从 恒等式 (4 1.9) 便 足以 把 震 极 数 O,(> 一 0， 

…) 的 柔 数 全 部 而 且 唯一 地 确定 . 以 之 代入 (4.1.8) ,于 是 已 , 也 
赠 地 下 并 且 命 2 一 … 一 一 0 时， 起 (4.1.8) 得 出 
(4, 1.6), z 
命 


重 
Ei 


Pp, mm 人 Pralz, “3 Za) ， 


”人 


Oo = 之 29" -。.， Zn) 


= ps Zn) » v=0,1, 四 


其 中 Pss gu Bu 是 am 的 a. 次 齐 次 多 项 式 ， 此 时 条 件 
(4.1.2) 六 
Po 一 0， 一 0,1;， ,8 一 江 ， | ; 
Pio = 1, z | (4.1.2) 
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由 (4.1.9) 知 
人 Bu 三 


加 


/ 
“和 宛 P vB 三 - 
一 B=0 名 


如 


,之 Oo ce Aa 


= 人 0 


ll 


习习 


比较 上 式 的 刘 4 次 项 ， $C 得 
B,1 三 一 一 3 > OQjaP ys 人 一 本 一 


一 0 &= 


人 


xs 二 0 a= 


2 一 1 外 
QjaP yun, 1--a 十 > Own 
0 严 一 站 


他 
一 下 一 工 


一 1 
一 ， Sb3 OQ jaP sp, 1—a ,十 之 OP wp oT Qt 村 


=0 a=0 


以 v 换 为 ， v + 得 


-站 中 站 一 


OO 一 Byrn 人 > 号 OP vpdRs dd ~ 
\ = 0 a=0 


v—1 


一 > Oa Po tt, 0。 (4.1.10) 


n=0 

. 由 上 式 可 多 ,py 二 0,，X 二 0 时 
Oo = Br. 

此 乃 表 示 Oo 唯一 地 被 B(z) 所 决定 ， 

命 1 一 0, (4.1.107) 变 为 


站 一 上 


2290 — 三 Burtw 一 芝 OoP uth. 


由 于 Ow 已 禾 B(x) 所 唯一 决定 ,上 式 表 示 , 当 Go， Qi * .… ， Oo 
已 确定 时 ，Qw 也 确定 。 因 之 所 有 9w 崔 一 地 确定 . 

假定 .9o，04 ;Ov (» 二 0, 1， …) 都 已 确定 ， 由 
(4.1.10) 知 ，9w 唯一 确定 ,并 且 ,4 当 QOm,'……， 9x 唯一 确定 
后 也 唯一 地 稚 确 定 。 因此 所 有 Cu 都 彼 B(z) 和 了 (xz) 唯一 地 确 
定 .- 
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党 


(ii) 现在 证 明 Olz) 与 HC2) 在 原点 的 东信 大 性 由 
“(4.1.8) 知 ,我 们 只 要 站 明 0(z) 收 化 ， 
因为 p(s) 与 B(z) 在 原点 的 令 沽 收 航 ,和 在 一 月 邻 城 
[zs <o, lz pop, |zxo| 和 po 
妓 对 收 钱 与 一 致 收 钱 ,因此 有 一 正 数 M, 使 得 在 此 邻 域内 
[Pug | MM, 
| Bual 2, ， zn)21 | < M. 
- 取 2Z1 一 G 每 
[Pa | < | 
(C4.1.11) 
| Bsal22, op < 二 


此 式 当 zz "“""» Tp 在 天 多 转 柱 Ap: 
| z ‘ml 0 |zo <p 
此 成 六. : | 
. 我 们 要 证 明 , 对 所 有 的 vy， 人 一 0 ， 1 ， 2， ""?y @, 人 zaz， “3 xz . 
在 Ap 适合 z . 
| Q(z “**, #1)| < Ss(2) c ， (121 
其 中 加 
A> o> 二 1, 
o* 
(Ca — 1)Mo* | 
(2 一 1 一 2M 


(4.1.13) 
K > max {md, . 


由 于 Ow 二 Bio,(4.1.12) 显 然 成 立 ， 而 所 有 的 gw 是 由 公式 
(4.1.10) 递 推 而 得 ,因此 只 要 证 明 : 如 果 (4.1.10) 右 端 旺 现 的 De 尖 
适合 (4.1.12), 则 (4.1.107 的 左 端 的 Gux 亦 适合 (4.1.12). 

: 根据 (4.1. 10) 及 (+， 1.11) 


?十 中 i—l1 ; 
0, SK (ay mM 
vA DT ’ 天 一 一 f 一 一 一 一 
#9 A=0 a G 
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M KM I N11 , KMA—l1 


oR ra 4 一 1 cec 一 1 ord 一 1 “< 
一 _M | KMart KMaret 
0 一 1)(c 一 1) ot*(g— 1) 
(2) aa 
ot\o Kd'e’” ot(d—1)(Cec—1) ot(d—1)4" 
根据 (4.1.13) 知 
M Mart! MM - 


一 二 一 一 一 一 一 十 -一 二 
Kd’c* ort(d 一 1)Cc 一 1) oc*(d CO— 1) 


> (dO— 1)o*— 2M 下 2M 


(二 Tc yp 
因此 (4.1.12) 恒 成 立 . z 
我 们 取 多 加 柱 
ml <0E, ll < Le,..,|z,)| < He, oo<o<1 
. da C C _ 
(4.1.14) 
显然 当 z 在 (4.1.14) 时 ， 人， . < 是 4 的 点 由 于 


wx(z，， ” ”3 zn) 是 Zz2，““"“ ,Zn 扑 谍 4 诡 多 项 式 ,根据 (4.1.12) 我 | 
们 有 : : z 


、 ， | Otv gr 
| Qlzs, .， ， Zn) | < | ou( 22 ， - < ~ 二 


9 cg 
: > v 人 AT eV ， 1 十? 
二 到 ( 卫 ) a 0 本 
o*\o cid” | ot : 


‘Vs A 二 0 


此 乃 志 示 级 数 ”也 19u(z，…，a) 对 | 一 致 收 钊 , 因 之 航 数 
Q(z) 一 人 之， > Quv1(F2, ,Zn) 2 
v=0 A=0 | 
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在 (4.1.14) 粮 对 收 化 并 一 臻 收敛， 定理 证 明 . 
企 害 于 4.1.1 中 ， 我 们 特别 取 
， B(z) = zr 3 . . 
此 时 Ow = Bi 一 1, 故 9(0) 一 1。 因 此 在 z= 0 的 充分 小 邻 域 
内 , 夯 数 


“(2) = 0 Cn 


解析 且 不 取 雳 值 。 于 是 可 书 (4.1.7) 为 
P(2) 一 (B(z) + HOA))u(z), 
其 中 / “ 
B(z) + 旦 (z) 二 十 Hi_i(z, ,wy jz”! 十 
. : 十 …， 十 Ho(z2, *** , 2), 
王 钴 ,由 (4.1.6) 可 知 | 
H,(0,…**,0)=0,， »=0, 2 一 1. 
于 是 我 们 得 : : : 
定理 4.1.2 (Weierstrass 预备 定理 )。 如 果 P (zs) 在 原点 的 邻 
: 域 解析 , 且 ” 
P(0) 一 0， Pl(z,0,.*', 0) =Xzt+ :+.,， XE0, (4.1.15) 
则 存在 唯一 的 分 解 式 | ,i 
. P(s) = [ztt+ Hig, , 2a)zt-! 十 
轩 + Ju), | 
其 中 拓 ,(v 一 0, 1 ,外 一 1) 在 加, "…, zx。 的 原点 邻 域 解析 
且 机 
H,(0, ***,0)=0 7 一 0， “RC—1; 
-而 x(z) 在 2 的 原点 的 一 邻 域 中 解析 且 不 取 0 值 . 
现在 我 们 诈 明 ,对 于 在 原点 解析 的 汞 数 P(x) ,如 果 


- ”  P(0)= 一 0， 但 P(x) 甘 0， 
出 可 作 一 非 民 的 壬 演变 换 ， 使 得 径 变换 后 有 
PCzi0，………，0) 一 多 zf 十 …， XA0. 


这 样 的 丽 数 称 为 在 原点 对 变数 正规 化 
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”定理 41.3， 设 /0(z),-…, f(z)` 瞧 是 在 原点 解析 的 图 
数 , 且 缘 不 恒 为 0, 则 存在 一 非 异 的 线性 变换 ， 化 得 所 有 这 些 夺 数 
此 在 原点 对 变数 z! 正规 化 , z 

证 。 设 U 是 原点 的 一 邻 域 ,所 有 f7(z) (1 一 1，…, 站 在 UU 
般 能 展 为 : 
(0 一遍 十 稻 n(2) + = 1D), 

其 中 mlz) 是 ma 的 大 十 z 次 齐 次 多 项 式 ; 且 

. f(z) 尖 0， j = 1， 
由 于 盆 (z) 去 0, 在 中 必 有 一 点 a 使 得 舟 (am) 头 0， 因 


此 有 一 a 的 邻 域 UL CU， 使 怖 (z) 天 0。 遍 (z) 在 Ur 中 
人 0， 同 样 可 证 ， 有 一 非 空 开 和 集 U0; CC 01， 使 得 在 U; 
入 (=) 尖 0。 如 此 继续 ,我 位 有 一 非 空 开 集 Ui C 5 在 其 中 所 


有 盘 (z，……，,j 外 zs) 普 不 取 0 值 ， 特别 是 有 一 点 a 一 (ay 

as) cz ,使 得 

条 (za) 夫 0， ,更 (o) 过 0， 

”而 < 非 原 点 . 
由 于 存在 以 a1，，'** ,as 为 第 一 行 的 非 录 方 阵 , 故 存在 下 面 形 - 

式 的 非 异 线 性 变换 : | .| 


s, 有 的 的 的 的 的 全 的 
gn -一 zt 十 


了 向 (zs) 是 aa 9 节 家 多 式 ， 故 有 


fz) 一 人 名 (cz 各 十 ，。， ,f(a) 并 0。 
同样 有 | 
入 = fst + Ce) #0, 


二 


fz) 一 foot 十 … ,各 (0 大 0. 
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，” 定理 证 肯 . 
: 下 面 形 式 的 图 数 : : 
nz) = zt Hii(2g2, *** ,no -~ 工 十 

-十 … 十 瑟 (z， ***, 34), (4.1.16) 
其 中 HH,,，…- 本 .za 容 关 的 原点 的 一 邻 域 解析 ,而 且 
H.(0) = 一 Hi(0)=0 者 ， 称 为 对 变数 21 的 《次 示 性 多 项 
式 .“ 宅 有 下 面 的 性 盾 ， 
定理 4.1.4. . 任 与 正 数 el <1), 光 有 一 正 考 人 当 22 -2 


在 多 较 桂 
|zs| 6,、……., |z,| 6 | 1 
中 , 示 性 多 项 式 z z 
给 十 Hai(zss aa)zt 1 十 ， 
-十 .十 Br zz) 一 0 (4.1.18) 


的 根 z; 的 组 对 值 二 s. 
证 ， 由 寺 - H(0)-= 0, ; ~=0, ,一 1， 我 们 可 取 6 充分 
小 ,使 得 xz),，…… ， zs 在 (4.1.17) 中 时 z 


。 . 
| 已 (zz 一 元 . _ 1 一 0, 工 ， 一 


首先 证明 aa 的 根 的 艳 对 值 不 能 过 1， 如果 zi 是 (4.1.18) 的 
根 而 |z4| 之 1, 划 : 


[a = H+ He 一 + 二 - 一 | 过 
1 -21 、 


< |E | 十 | 瑟 | + [2 /9 << et 过 1l, 


| zz | |z1| < 
” 节 盾 。 故 必须 (4.1.8) 的 根 的 移 对 值 |z1| 一 1， 在 此 时 
[z11* = | 有 as 士 … .十 Hol < 
Real 十 十 | 本 | < et, 
故 jz 二 se。 定理 证 明 , 
由 上 面 的 定理 及 Weierstrass 预备 定理 可 推 知 ， 多 复 变 数 
”(z 之 2) 解析 画 数 的 基 点 不 是 孤立 的 . 
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定理 41.5。 设 x(z) 是 加 : 的 不 次 示 性 多 项 式 ,其 深 数 在 允 
: {zl 和 ra aa < ra (4.1.19) 
中 解析 ;并且 此 时 x(z) 二 0 的 根 x 的 移 对 值 < ri 二 +, 则 存在 
下 数 使 得 对 任 一 在 多 国 村 | 

lial 委 [zz| 过 729" "szn| Sr (4.1.20) 
解析 和 并 且 狠 对 值 委 1 多 网 小 f(z) ,有 一 关系 式 
f(z) 一 gCz)r(z) 十 2(Cz)， 
”其 中 g(z) 和 4(z) 都 在 | zj | < 入: Fis | zz| 委 “FT25"""y [zs| < 了 中 
”人 解析， 大 且 在 该 多 辕 柱 内 g(z) 的 径 对 和 值 三 M，i(z) 是 an 的 
RC—1 次 多 项 式 其 条 沼 在 多 图 柱 (4. 1. 19) 和 解析 莽 旦 稻 对 值 <M. 


证 。 由 于 f(z) 在 
[2 7， izz| 反 2， 3 | 22 | < ry 
解析 ,可 命 - : 
~ -一 1 | f(@1, 32， ““”“”， xz ) del | 4 1 21 
gs 2 nl(G1, S29 "" "3 zz) cl 一 2 ) 


由 于 (zy, zz) 在 多 圆柱 (4.1.19) 与 [| 一 时 me 2 ………， 
xz ) 天 1 ， -页 g(s) 在 和 多国 福 |zi | Sn [zz| < 82 | 2 | < jn 
中 解析 ， 命 : 
(Ca = 1(2) 一 Cr) 一 
-| (G1, zz》 、 


275f J N11=r x(C1, 2 “", Zn ) 
x 本 (4.1.22) 
1 1 : | 


1 2 


太一 上 
之 ,对 z 人 Ci， 229 "*"* Zn) 


v= 二 0 


其 中 zl 人 za。 ““ - ， xz ) 在 (4.1.19) 解 析 ， 因此 
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Ri | 
(2) 一 人 2 vl,, “*“"*s zn ) , 
y=0 | 
. 其 中 


vv 22, 二 *» Zn ) 一 


”一 了 人 Le fe1, za sa tbs 22 :sn 
27 。 ar (61， 229"*"), Za) 


由 于 多 图 柱 (2.1. 19) 与 [| 二 + 的 拓 打 : 积 是 紧 到 的 ， 帮 有 正 - 
数 e 个 | rx(C， S29”””，》 zn)| >&8 (8 只 与 元 有关 ) 由 (4.1.24) 知 


lg(z)| < 


而 由 (4.1.22) 知 四 。 
_ 2N 
四 | X(s)1| < ye 
其 中 NN 是 x(z) (00) 之 上 昂 这 > DD 命 M 一 2 


| (47 一 ri)s” 
.M 只 与 x 有 关 , 由 此 得 定理 . : 
$ 4.2. 唯一 分 解 定理 . 设 1€0", 上 在 原点 的 外 城中 有 展 式 
f(z) = f(s) + frr(z) + - 
: 其 中 及 (z) 是 zl 的 不 本 符 于 0 的 外 次 卉 次 乡 项 式 , 克 : 
”为 1 的 航 . z 
z 如 果 f 的 般 为 雳 ， 则 称 为 单位 ， 显然 Jo) 尖 0 是 为 单位 的 
充 要 条 件 . 
g€0" 称 为 除 尽 f 万 站 如 果 有 hE 0” 使 得 f 一 g% 者， 此 
“时 8 称 为 f 的 因子 ,而 f 称 为 8 的 倍 元 ， 显 然 单位 * 能 除 尽 0” 中 
任 一 元 素 , 所 有 0” 的 单位 对 乘法 成 一 价 . vw 
如 果 glf, flg， 划 等 手 & 乘 以 一 单位 ， 实际 上 ， 如果 
一 g 肌 ，g 二 fh (有 有 , 折 EO0")， 因 二 f 太 为 。 由 此 可 见 ， 
而 万 之 般 必 须 为 0, 有 与 及 亦 然 ; 反之 如果 f 等 于 和 溢 以 一 单 
位 ， 则 显然 有 flg 及 g|f.，. 这 样 的 互相 能 除 尽 的 两 元 素 f 和 &8 称 
为 等 价 ,我 们 以 1 一 8 表 之 。 显然 ， 这 实际 是 一 等 价 关 系 ， 即 有 
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(i)f ~ (站 ) 如 果 f 一 8, 则 g 心 f;【〈 诈 ) 如 果 j ~~g,g 一 人 唱 
f ~ 2. 

如 果 是 0” 的 单位 ， 而 f|4, 则 显然 f 也 是 单位 .OO*” 的 雳 元 索 
郎 在 原点 有 一 邻 域 恒 等 于 0 的 解析 画 数 . 车 f 非 堆 元 索 ， 且 除 了 
单位 及 等 价 于 了 的 元 素 外 没有 其 他 因子 ， 草 三 称 为 素 的 或 不 可 狼 
的 。 如 果 f 非 素 的 ， 则 称 为 可 和 攻 的 ; 如 果 #/ 是 可 和 煌 的 ， 则 根据 定义 
可 书 为 f 一 gh, 其 中 & 与 4 管 非 单位 . 由 于 8 的 级 十 的 级 二 
的 航 ， 可 上 见 f 的 级 必须 宇 2， 因 此 f 的 级 若 等 于 1， 则 必 为 素 的 . 
但 若 了 的 级 之 2 ,也 未 必 是 可 和 的 ， 例如 f(z) 一 于 十 xz2%3。 

如 有 果 gl ，8g 是 0 的 一 租 元 素 , 除 了 单位 外 疙 有 公 因 子 者 ， 
则 称 为 互 素 ,用 (gi， …，gi) 二 1 家 之 ， 如 果 gi,… …，8! 有 非 单 


位 的 公 因 子 甩 ,并 且 非 所 有 的 &, 此 恒 等 于 0, 则 …， 之 般 
: | 1 1 


分 别 小 于 g，，…， gi 之 级. 如果 且 ，…， .如 仍 有 非 单位 的 公 、 


因子 有 用 一，...，& 之 般 分 别 小 于 一 .至 之 般 如 
fif2 ”所 广 ” fi ” 


此 粮 续 , 由 于 当 g, 不 剧 等 于 吉 时 ， 其 狠 为 有 限 , 故 最 后 有 一 公 因 子 
3 使 得 人 Si = 1, - 

全 得 《和 
”值得 注意 的 是 ,车 Pp1(zx),"…, pa(z) 是 在 原点 解析 且 画 数 行 
列 式 不 为 堵 的 图 数 粗 ,变换 ” “ / 


[wo 
把 > 一 0 上 映 为 w= 0, 天 各 此 变换 ， 上 述 诸 性 盾 不 变 . 如 果 


f,g€ O"(z), 且 f(z)|g(z), 旧 fz(w)) 与 gz) 在 O"(w) : : 


中 有 f(z(s0)) | g(z《w)); 如 果 f(z) 是 素 的 , 则 f(z(w)). 在 O"(w) 
中 也 是 素 的 ;如果 (f(z), g(2)) 二 1, 旧 (f(zCw)), g(xz(w))=1 
等 等 

个 0 叶 一 Op, ， 2) 寂 7 一 1 个 复 变 数 zz， ,zn 
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加 < 


在 原点 解析 的 画 数 所 成 的 环 , 又 命 0" 工 zi] 表 所 有 系数 在 0 全 的 
变数 xz 的 多 项 式 环 , 朗 其 元 素 是 下 面 形式 者 : 
OK 32 ， Zn) 区 十 CIKCz2 zn ) -~ 十. 十 
十 oo0(22,，**…'， Sr), 
其 中 ao oi ,ox € DO 现在 我 们 引进 以 后 党 用 的 结 式 概念， 
设 1， gfEO" 一 [xs zi]， 
1(2) 一 ok(za ,snd iz 


十 cn(z2， “3 zn), ， (4.2.1 ) 


g(z) 轩 Bi(z2, “5 zz 2 十 Bil 22) “3 zn) 2 十 四 十 


十 Pol 27， “ ， 2 ) 。 (4.2.2) z 


f 与 8 的 和 畏 式 部 下 面 的 7 十 和 阶 行列 式 ( 察 白 处 岩 为 0): 


. Ei 
Qk CR—1 ””00 


wT ,***, Zn ) 一 一 


-有 Bi 内 


又 了 与 of 的 辕 式 称 为 逢 别 式 
21 


现在 可 证 明 ， 如 果 fg 非 专 元 索 ， 则 存在 不 全 为 需 的 


z, 56 O 一 [zi], 分 别 最 多 为 1 一 1 次 与 一 1 次 ， 使 得 


-af + bg 一 &. (4.2.4) 
设 “一 Aris 十 十 和， 已 一 pa sk + ps 
hy, WE OF 咎 (4.2.4) 比 较 21 的 系数 得 
四 QR MI ， 十 Bi 一 0， 
ck-14r: 十 ORAM 十 Bipei 二 Bipr2 一 0; 
coro 十 Bo 一 他 
D 在 本 节 中 ,我 们 用 希 嘲 字 你 a， B，… 志 0 的 元 素 ， 、 
, 138 ， 


咽 
之 


i 


如 时 由 一 0, 上面 的 黎 性 方程 采 数 的 行列 式 ( 郎 w) 一 0; 故 有 
不 全 为 霉 的 解 1， 上; 如 果 w 关 0, 解 Ai1，'…*, J 也 不 全 
为 堆 ， 否则 w 二 0, 矛盾 .因此 4 与 5 最 少 有 一 不 为 雳 . 
“又 ,和 如 果 f,8 对 入 的 次 数 最 少 为 1, 如 4 与 6 叔 个 为 需 . 因 
为 如 有 一 为 雳 ,例如 “一 0, 划 得 出 
pp 一 ww. 
比较 vi 的 系数 知 ， 这 是 不 可 能 的 ,除非 上 一 0. 但 “一 2 一 0 上 面 
已 证 明 是 不 容许 的 , : 
定理 4.2.1。 设 f,g,%E€0",flg4 关 且 (f, g) 一 1， 旭 f1h. 
证 。 如 果 f, g, 4 有 一 为 欧元 素 或 单位 ， 则 定理 是 显然 的 . 
在 #7 二 1 时, 由 假发 (f, g) 一 1 可 上 见 f 或 8 必须 为 单位 ， 故 定理 
成 立 ， 用 归 秩 法 ,假设 2 一 1 仿 复 变数 时 定理 成 立 ， 
(i) 我 们 称 oO 一 [= ] 的 元 素 
“ p 一 yrs? 十 DA 二 .十 Vo 
为 本 原 的 ， 如 末 刀 的 系数 站， Vo Dr 适合 关 取 Cs 71， 
DA) 一 二 我 们 先 证 明 所 请 Gauss 引 理 : 0"[z1] 的 两 个 本 
原 元 素 的 乘积 仍然 是 本 原 的 . 


重 


大 1 
设 之 (za ze] 对 与 之 (wm *? ”9 >) 是 本 原 的 ， 
. r 二 0 
其 中 Ao, “**, Xk Am， ”9 1 € 0 站 


Rit . 
>, p(22, “~” *， Zn ) 2 一 > 1 3 Lr 。 
r=0 .r=0 : 了 一 站 
于 是 z 
DV,(22, +**, zn) 一 /om 十 Mr 十 … "十 人 -0 ， 
(Cr 一 0， 1 十 灰 ) 
其 中 狗 定 四 
AI ~ = 4A 一 AH 一 。 一 人 + 一 0. 
如 果 Bo,*" , DAI 非 互 染 ， 出 O” 中 有 一 个 束 元 素 x p2, *…。 3 zn ) ， 
心 不 是 单位 ， 县 rp (7 一 0,1,"……, 夏 十 站 .由 于 > 与 
. : 一 自 . 
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位 mx 是 本 原 的 , 故 必 有 两 非 负 整数 .a( 达 如) 与 区 二 门 ,使 得 


x | 人， ,XA| he 但 (7 4a) — 1; 
| pw, “3 | poi, 但 (zx, £5 ) = 1 


现在 考虑 / z 
Dets = 人 po 二 十 Nn 二 十 Aatb lo, 

显然 ,除了 ?om 一 项 外 ,其 他 项 都 能 釉 7* 所 除 尽 ,并 且 x|vs4s, 于 
年 Thus。 出 归 生 法 假设 ，x|X2。 或 | 4, 这 都 与 (x, ) 一 1， 
(Xx, L125) 一 1 地 盾 。 于 是 证 明了 上 断言 . 

《ii) 我 们 不 妨 候 珊 fg 2 和 皆 非 单位 ,， 且 假 司 思 g,% 对 变数 
zi 是 正规 化 的 ， 否 则 根据 定理 4.1.3 可 作 一 非 录 线性 变换 使 之 如 
此 而 定理 4.2.1 不 受 此 变换 的 影响 。 由 Weierstrass 预备 定理 


 ” 知 ， f, g， 4 分 别 等 价 于 21 的 未 性 多 项 式 ( 见 式 (4. 1, 16)) fis g1> A, 


下 们 关于 x 的 次 数 都 大 于 0, 且 都 是 本 原 元 素 . 


我 们 要 区 明 , 如 果 (fh, g) = 1, 则 所 与 名 的 辕 式 不 恒 等 于 : 


雾 ”. 
我 们 应 用 罩 灶 相 除 法 得 到 除法 算式 如 下 : 
g1 = fiqi 十 71, 
71 对 2] 的 次 数 < 对 各 的 次 数 ， 
Phi=rqtr, PEOT, | 
2 对 zi 的 次 数 过 7 对 及 的 庆 数 ， 
. P271 一 7293 十 73， Pz€ oO"™, 
一 7 对 21 的 次 数 < 72 对 2 的 次 数 ， (4.2,5) 


PilTm-2 — Tm-iqdm 十 tm, Pm-it€ om， 
rm 对 zi 的 次 数 < rm X} zl 的 次 数 ， 
Pam? ml 一 Tmdmt1 十 0， 9Pzm《 D7 一 ， 
rm 对 2 的 次 数 之 1，p E07 


1) 这 可 以 作为 一 个 定理 ,以 后 常 要 用 到 ， 
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我 们 灯 营 p 去 0, 如 著 不 然 , 则 ”| Pay 由 PmPm-i?m-? 二 
nrmidm 十 payzm 可 知 ，r|pDoiro 如 此 渐 缠 ， 利用 除 
法 算式 可 证 rap wmf Tm png 命 pi m= 
和 人 EO 呈 )， 存 在 c, 4€ 0 [zi], 使 得 
Afi = rm, 人 gil = ?md 
我 们 把 c,d, rm 的 对 的 天 下 的 慨 大 公国 子 分 并 由 来 ,可 得 

Afi = are1, 一 Brdi, (4.2.6) 
其 中 人， a, Be D" 一 ， 7 C1, 有 81 都 是 0”[g1 中 的 本 原 元 
” 素 . 由 (i) 知 ro, ra 也 都 是 本 原 元 素 . 比较 (4.2.6) 的 的 最 高 


项 系数 知 ,el 2 B14, 于 是 ra 一 襄 有 ?二 全 今 re 和 rd 


都 是 本 原 元 素 ,所 以 人 和 后 都 是 0 一 中 的 单位 ,因此 我 们 有 


4 一 上 一 上 
六 一 (2) fi, 1 一 的 ) +di, 
Pp 


此 万 卖 示 为 和 扣 有 公 因 子 7， 其 的 次 激 至 少 为 1, 而 < 对 于 半 的 
”次 数 必 小 于 上 对 于 zi 的 次 数 。 因为 五 是 示 性 多 项 式 ，r 必 非 单 . 
位 否则 命 二.… = 二 zs 二 0 时 有 ==ao(zf 十 B11z8 了 十 

十 b0) (zf 十 …*), 其 中 mm 和 和 克 都 是 非 雾 复数 。 这 是 不 可 
能 的 。 但 车 fi 与 gl: 有 非 单 位 的 公 因 子 +r、 央 与 假设 (fi, gy) 一 1 
下 盾 ， 所 以 p 去 0。，。 由 (4.2. 们 知 , 存 在 及 与 gi 的 精 式 a 十 bg1= 二 w. 
分 (fi, gj) 二 1 ,我 们 断言 w 天 0。 衣 著 不 然 , 旭 of 二 一 bgi, 其 中 
5 对 的 次 数 小 于 岂 对 的 次 数 。 在 除法 算式 (4.2.5) 的 每 一 行 - 
都 乘 以 2， 到 fi| Bri,. |572, 依 次 可 以 证 明 fi|sp. 然而 pe O” 一 

站 0， 所 以 只 有 po 一 0. 这 与 上 面 考 明 的 ?地 0 矛盾 ,所 以 有 和 
fi 的 结 式 ww 地 0. 


仿 


1 WAI = 一 2 万 已 十 BgiZi。 
由 假 识 天 [gh 知 filwAh, 艳 可 书 wh 一 Afip, 其 中 4€ 


和 E Or:[za] 是 本 原 的 ， 比 较 对 获知 jw 而 号 是 0 路 中 单位 ,所 


。141 。 


Nl 
-有 一 (2) fip. 


此 乃 表 示 户 | 太 。 定 理 起 明 . 
定理 4.2.2〔 唯 一 分 解 定理 ).。 任 一 1€ 0” 能 在 等 价 意义 下 
“唯一 地 分 解 为 有 限 个 非 单位 的 过 元 素 之 积 ， 此 即 若 有 两 种 这 样 的 
分 解 : f= 二 及: 五 二 ga…gi;y 则 7 一 ,并 且 把 gj, …, gk 的 次 
序 适当 排列 后 有 A ~ ga, 有 ~ gm 有 ~ gv. 
证 。 如果 是 素 的 , 则 定理 是 显然 的 ; 如 果 f 不 是 素 的 ， 则 

f 一 84，8 与 4 上 滨 莫 单位 ,而 它们 的 级 的 和 等 于 三 的 级 。 如 果 8 与 

4 中 有 一 个 不 是 索 的 , 旭 可 条 重 分 解 。 由 于 的 级 为 有 限 , 故 轰 有 
限 步 又 后 , f 能 书 为 

= 

其 中 天 ，…… ,有 是 单位 的 索 元 素 。 如 有 另 一 分 解 1 一 g..… gt, 于 
是 . : : 
f= gt : (4.2,7) 
由 于 与 g, 肖 是 素 的 非 音 位 元 素 , 政 /, ~ g; 或 (j, &,) 一 工 由 
户 | gl “gk 可知 ,或 者 有 一 g1, 或 者 filg2°: " Ek。 如 此 条 秆 ; 可 知 必 
有 一 gn 一 访 ， 在 (4.2.7) 两 端 各 消去 因子 刀 , 便 得 
fi fi mpgvs go z 
其 中 # 是 单位 ,而 ,px 是 14，…, 不 的 一 个 排列 。 在 上 式 
中 重复 上 面 的 方法 ,可 知 户 必 等 价 于 右 映 的 某 一 斐 单位 因子 ， 续 
” 行 此 法 , 便 得 定理 . 
定理 4.2.3. 者 fj, gE O"， 提 且 8 的 和 点 必 是 f 的 等 点， 则 
glf.. 
” 寿 . 根据 定理 4.2 .2， 可 分 解 为 有 限 个 非 单位 的 案 因子 
gi", g1 之 积 , 故 我 们 只 要 证 明 当 g 是 素 因 子 时 的 定理 就 够 了 .。 
”我 们 不 妨 假定 8 与 1 此 是 对 变数 正规 化 了 的 根据 

Weierstrass 预备 定理 知 ，g 一 gu # 一 fix， 其 中 #* 与 a 是 0” 中 
的 单位 ,而 gi 与 是 示 性 多 项 式 ， 由 于 4 与 4 在 原点 的 一 邻 域 中 
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没有 雾 点 , 故 在 此 邻 域 中 gi 与 有 的 喜 点 分 别 是 8 与 的 雾 点 , 反 
之 亦 然 ， 然 而 8 是 素 的 , 故 gi 作为 0”[z4] 的 元 素 是 不 可 物 的 ， 
因此 或 者 gl 有 h, 或 者 8 与 有 互 素 . z 

如 果 gi 与 为 是 互 素 的 , 则 由 定理 4.2.1 让 明 的 最 后 部 分 可 知 ， 
六 与 gt 的 畏 式 (4.2.4) 中 w 了 关 0， 序 存在 两 元 素 a1, bi€ Of z1]， 
”使 得 i 

| Cl8gL 十 2 万 一 四 天 0，wocEO 

gi 一 次 十 Qk—1C22, … '， zn) zk-! 十 … 十 00(z2， “3 zr), 
划 在 zs，,……, zn 空间 的 原点 的 充分 小 邻 域 中 任 与 一 租 数 
和 ao 必 有 外 个 z1 的 根 ,其 移 对 值 可 以 小 于 任 一 已 与 的 正 数 
s (定理 4.4), 此 即 gzi，…, zo) 二 0,z 在 C* 的 原点 的 充分 
小 邻 域 中 ， 根 据 假定 , 必 有 有 h(xz1，:…, zw) 二 0。 因 之 w(xzz,，………， 
zz) 一 agi tt bf = 0, 对 31, ,2 空间 的 原点 的 某 一 充分 小 邻 
域 中 任 一 点 此 然 。 此 乃 宕 示 w(xz2,，*……, z;,) 三 0， 换 冯 之 ,， w 是 
O 叶 的 雳 元 素 。 矛盾， 定理 让 明 . 

到 现在 为 止 ， 本 章 仅 讨论 了 一 个 解析 男 数 /zi，:…，zn) 的 
雳 点 的 局 部 性 质 . 对 于 多 个 解析 画 数 fi(z1， 0 
js … ,zn) 的 公共 零点 的 局 部 性 质 的 研究 ?7， 需 要 更 多 的 代数 
工具 ,特别 是 理想 其 ,这 在 以 后 有 机 会 时 再 专门 讨 其 之 . 

至 于 雳 点 的 大 范围 的 帮 究 ， 旭 存在 更 多 的 问题 . ， 习 知 ,在 
2 二 1 的 情形 , 任 与 一 域 DD 及 一 串 点 a1, zz， ……， 在 忆 内 没有 聚 点 
者 ,及 任 与 一 串 正 整数 如, 已 …， 我 们 慨 可 作 一 在 乙 内 解析 的 画 ， 
数 f(z), 在 ma, az,"…, 上 分 别 是 丰 , 色 ,.…: 重 需 点 。 因 为 根据 
Mittag—Leffler 定理 (例如 瑚 天 HH. Behke u. F. Sommer [1]), 我 
们 可 作 一 忆 内 亚 纯 的 画 数 g(z), 它 以 ay am， … 为 极点 ,并 且 在 


此 点 g(x) 的 主要 部 分 为 RK 如 是 


2— ai 


f(z) = exp 由 ecoaz| 
1) 可 参阅 W. Rikert [1]: H. Cartan [3]. 
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便 是 扬 求 的 夯 数 . 
~ 在 ?>1 的 情形 ,由 于 守 点 是 非 孤立 的 ,相应 的 问题 应 如 下 


YY: 


设 D 的 每 一 点 4 有 一 ps€ Og 在 Pla， -CC D 中 解析 ， 并 且 
适合 互 不 子 拷 的 条 件 , 朗 其 Pl(a, ro) 几 P(6, rs) 夭 0, 则 在 此 交集 
中 ps ~ po。 现在 的 问题 是 ， 是 否 存 在 一 个 在 厂 解 析 的 画 数 ,使 得 
在 DD 的 每 一 点 4 的 邻 域 Pla, re) 中 , f 展 为 7 重 震 级 数 记 时 ， 有 
”fo ~ ps? 这 就 是 著名 的 Cousin 第 二 问题 的 特殊 情形 . - 

. KK. Oka {11 鲁 对 上 面 的 轩 题 举国 如 下 的 反例 : 

取 两 个 复 变 数 >, 纪 的 情形 ,而 命 刀 为 拓扑 积 : 

也 一 zl 一 三 ， 一 一 jwl 一 二 . “ 
.4 4” 4 4 

在 C 中 适合 m 一 z 十 1 的 点 集 所 成 的 解析 平面 能 以 一 复 大 

数 表 之 : 


ss 一 6， 比 一 6 十 1 (4.2.8) 1 
上 述 点 集 包 含 在 忆 内 的 部 分 必须 适合 、 
于 < 151 < 于， 二 < 1 二 二 < 元， (4.2.9) 


由 于 Fm(z) = Lm(w) = Lm(E), 我 们 可 以 把 解析 平面 
在 DD 内 的 点 分 为 两 部 分 : 
LL: Fm >0 及 Li Fmt) < 
注意 .Zn(6) 二 0 的 点 不 在 D 中 ,部 不 适合 条 件 (4.2.9) , 因为 此 时 
必须 < | Re(€)| 一 过. 车 Re(6) 为 正 数 , 则 1 十 Re(5) > 


1 了 车 Re(CE) 为 偶数 ， 旭 1 + Re(€) <1 一 全- 工 
4 4 - 4 4 


两 者 此 不 符合 (4.2.9) 的 第 二 个 条 件 . 由 此 可 网 ,有 一 充分 小 的 正 
数 .6, 使 得 适合 条 件 .Am(5) 一 土 。 的 点 仍旧 不 在 刀 中 , 序 (4.2.9) 
扔 不 能 成 立 . 因此 存在 一 正 数 <， 使 得 对 任 丙 点 〈z， w)EL 及 
《xi， 11) € Li 慑 有 js 一 Z| > 6, |z 一 上 > c。 
在 域 忆 中 ,对 于 af6 D 一 工 的 点 , 欠 与 一 邻 域 PCa, ro)CD 一 工 
144 . 


mu 


及 一 在 此 邻 域 中 解析 的 男 数 元 素 包 ~ 1， 对 于 56 工 点 , 狂 与 邻 域 


Pz, rp) ro 二 《719 72)， < 72 二 0， 及 在 此 邻 域 中 的 元 素 


ps 一 w 一 xz 一 1。 这 样 的 集合 {ps}sep 是 适合 互 不 矛盾 的 条 件 
的 。 实际 上 ,如 果 a, 5 暂 在 同一 的 点 集 万 一 工 或 工 , 旭 包 一刀 是 
量 然 的 ， 如 果 a€D — 十 pe 上 ， 姑妈 和 集 Pla,rs) NN P(E, ?5) 


车 是 非 襟 的 ， 必 包含 在 DD 一 工 中 ， 由 于 P(5, 7s) 不 包含 二 的 - 


点 , 故 PCa, xo) 介 P(B, 75) 不 包含 解析 平面 (4.2.8) 的 点 ,于 是 在 此 
交集 中 pp 一 w 一 z 一 1 ~1， 因 此 p, 和 ~ pj z 

假定 问题 是 可 解 的 ， 即 存在 一 在 乙 内 解析 的 丽 数 蕊 =， ww), 在 
工 为 看 而 在 忆 一 L 没有 霉 点 ， 


z 在 平 面 的 图 周 上 取 一 点 赤 一 es ， 如 是 于 煞 太 =， ec) 在 > 


平面 的 域 全 1: 

4 4 
解析 。 由 于 f(z, m) 的 雾 点 包 合 在 “|! 二 0 的 解析 平面 
中 ， 当 ww 一 ef 时， z 一 一 1 +le3 | JI 瑟 时 .mlz) 一 
sin 2 > 0， 改 (>， er 而 = 一。 ”是 f(z， 03) 的 在 Ai 的 
险 一 的 音 重 敌 点 我 们 作 轩 C, 一 {| a ci 一 人 2 


i 


天 f(z, e333 在 此 两 圆周 上 没有 需 点 . 
在 必 平 面 的 辕 周 |w|=1 上 取 一 点 w 二 e 了 此 时 .am(w) = 
一 血 二 < 0; 故 ze >) 在 人 Ai 1 生生 
我 们 命 w 平 面 上 沿 |w| 一 1 由 。 点 以 省 时 全 方向 至 oi 


点 的 圆 弧 为 yi, 而 由 < 点 以 着 时 全 方向 至 。 ”点 的 圆 弧 为 7 
王朗 
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CY we TS0<Tn 


图 数 f(z, e') 对 0 是 实 的 解析 画 数 ， 对 zx 在 ,是 复 的 解析 
责 数 .我 们 要 证明 
(GD 沙 >E Ce, wi 时 ，f(z, e”) 没有 零点 ; 


ii) 当 z€ cs, w Ey: 时, f(z, 610) 和 次 有 寺 训 . 
实际 上 ， 当 弥 一 ecyi 时 ， 则 一 本 委 9 么 二 ,而 f(z， ef) 的 雪 
点 必然 在 xz 二 一 1 十 w 一 (eos0 —1) isn0 时 取得 ， 这 样 便 


必须 有 jz 上 一 4sin? 了 了. 因为 一 所 < 0 < 世 , 故 |x|? 二 1， 这 和 


明了 GD， 同 理 , 如 果 =E Cy, w=e9EY 则 |s 一 4sin? >1> 
7 (因为 og< 三 zh 这 也 证明 了 (i)， 
8、 3 ,3 | z z 

-现在 考虑 logf(z, eo9), 当 4s€ C3, 一 他 <0<， 由 (3) 
知 ，log f(z, e'9) 的 每 一 分 支 是 9 的 连续 画 数 ,对 每 一 固定 的 0. 当 
> 沿 Cs 往 行 一 周 而 回 到 原 求 的 位 置 时 ，log/(z，e?2) 增加 2kri， 
下 是 一 整数 ， 我 们 断言, 4 与 0 无关， 实际 上 , 堵 我 们 固定 一 个 分 
支 log f(z,e*)， 关 说 z 党 Cs. 饶 一 周 时 所 得 的 另外 一 个 分 支 为 
F(z, e19) ,这 也 是 9 的 连续 图 数 ， 由 假 襄 

F(z, e’?) ~ logf(z, e’) = 2rxik(0).. z 

0 在 于 间隔 | 一 开 ,到 | 中 , 上 式 左 端 是 束 役 的 , 故 有 一 正 数 7， 
使 得 此 天 隔 的 任 两 信 0 0 适合 10 一 pb.| < 了 时 ， IF(z, cg) 一 
“pCz, ce) 十 | log f(z, et) .一 log flz, ew)| < 到 元 于 是 有 
(6D 一 C02)| < 1, 但 CO) 与 C0)) 贮 为 整数 ， 故 (01) 二 (0,). 
们 可 以 把 间隔 [2 三 ， | 分 割 为 距离 小 于 了 的 小 间隔 ， 由 此 得 
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-于 


知 kb) 与 9 在 | 一 所 ,所 | 之 值 无 关 ， 这 证 明了 我 们 的 断定 . 


我 们 以 8[1z, e9), C] 过 zx 在 域 A; 中 以 正方 向 沿 一 阴 曲 


线 C 绕 行 一 周 后 ba/ -2) 所 增加 的 数值 ， 上 面 已 证明 ， 当 
— <0,0 ,< 工时 ， 恒 有 


6[fCz, 本 Cs] = lf(z, on C。 ，]; 


村 中 取 0 一 一 和 一 达 ， 我 们 有 


6[f(z, oe 3),C, ;1 = 6Lf(s ,3), Csl. (04.2.10) 


5 el smer(m < < < 下 ) 时 ， 由 (i) 可 知 ， 


log f(z, ci) 的 每 一 分 支 是 0 的 连 各 丽 数 . 同 理 可 证 SLf(z, 610), 
C1] 与 6 无关, 特别 是 、 


和 


ois 3 C ， 1 oC e3 ci 


[f(z, ei ,cc, #1 全 6[f(z,e ) 3)， C ， 1]. . C4.2.11) 


在 = 下 而 上 ;我们 以 点 a ”为 中 心 作 一 面 Y， 其 定 径 亢 分 小 ， 
包含 于 回环 分 < |z [< 七 中 。 已 知 f(z， 1) 在 人 中 除了 点 


xz 一 本 因此 有 
5[f(e o), C1—alfCs, 3), Cy] — [f(z, 7] 一 0 
又 ,我 们 已 知 所 ze 人 在 A: 中 没有 堆 点 ,因此 . 
6lf(z,o 3), Cs] — lf(z,o ), Cs] =0, 
由 上 两 式 及 (4.2.10)， (4.2.40 知 ， 加 
5[f(z，e3)。y] 一 0. 
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但 另 一 方面 ，z 一 。* 是 人 ze ) 的 单 重 雾 点 , 故 必 须 有 ， 


olfCz, ei), y] = 2ri. 
子 盾 ,这 证 明了 f(z, wv) 蕊 个 存在 的 ,也 距 是 说 在 的 悍 一 Cousin 
半 题 无 解 . 
”在 什么 域 中 这 里 的 特殊 Cousin 第 二 问题 有 解 呢 ? 在 什么 域 : 
里 又 没有 解 呢 2 这 是 一 个 根本 性 问题 ， 在 本 章 末 青 详 组 介 绝 . 
: $ 4.3. 连 灶 性 定理 ， 多 于 一 个 复 变 数 的 解析 国 数 的 奇异 点 
与 单 复 变数 的 情况 大 为 不 同 ,其 特点 之 一 是 不 能 任意 地 答 与 ， 这 从 
平面 的 定理 可 以 看 到 本 
定理 4.3.1。 发 刀 是 ”十 工 个 复 变数 w, 4,… ,zo 的 罕 闻 


Co 的 域 ， 定 义 如 下 : D? 是 sz 王 (zj,，…, zs) 空间 C7 的 域 ,对 


每 一 点 xzED", 有 一 am 平面 的 由 于 简单 曲线 围 成 的 域 D。, 而 

De {(w, z)|z €D’", zw € DD}, 
又 识 五 为 襟 间 Cl 的 点 集 ， 定 义 如 下 : Br” 是 包含 于 Dr 的 空间 
CC?” 的 点 集 ， 对 每 一 点 z€ EE”, 有 一 % 于 面 的 点 集 5,， 其 闭 包 包 合 
FD: 内 ,后 

E= {(w, 2)|z€E’, wE€E,}, 
并 有 目 对 每 一 点 z0 EE"， 有 一 D” 中 的 邻 域 U"(s%)， 使 得 交集 

Nn Dy 是 % 平 面 的 单 速 通 域 ， 而 点 集 5 E; 的 闭 包 是 包 


gE uncz(0)) zsEU(zt0)) 


合 在 三 2: 中 此 外, 我 们 假定 一 仍 是 一 域 ，D” 一 EB? 
ELACz(0)) 
包含 有 DD” 的 内 点 在 此 等 假 识 下 ， 任 一 在 D 一 E 解析 的 画 数 
fw , Zi, 的 zr) 慑 可 解析 展 拓 到 整个 域 DD. ”7 

证 。 对 每 一 点 x ED”， 我 们 任 取 一 光滑 的 朋 简 单 曲 钱 Cs 包 
舍 于 D。, 而 此 曲线 之 办 部 人 包含 Es 的 开 包 。 由 于 fl(w,z) 对 
变数 ”在 Ds 一 BE。 中 解析 ,我 们 可 作画 数 ~ : 


gl(w, 2) = 二 | .6 
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此 丽 数 对 wm 在 解析， 值得 注意 ,此 丽 数 与 C。 的 取 法 无 关 , 关 
老 丰 w 平面 有 另 一 光滑 的 开 简 单 曲线 CY 包含 于 De， 耐 其 内 部 
包 合 五。 的 经 月 包 ， 划 对 任 一 点 w € CN CC, 根据 Cauchy 定理 

和 四 
让 | 
因此 ，&(w， z) 可 在 整个 域 忆 定 义 ， 我 们 要 证 明 ， 它 对 所 有 变数 
(w, z) 在 刀 解 析 ， 

” 任 取 一 固定 点 xm D”,， 于 是 有 zx@ 的 邻 域 Ux) 适合 定 
“ 理 假 融 的 条 件 . 我 们 在 «在 面 的 域 Pu 中 ， 任 取 一 光滑 的 于 简单 


27z 


曲线 7 0)， 使 得 其 内 部 0) 包含 > E: 的 的 用 包 ， 这 是 可 能 


=EUGe 
的 ,因为 根据 候 夫 ;此 于 包 C 人 间 Ds CDw， 由 于 fw, xz) 在 、 
zEU?(z(0)) 
ww 《Tso 的 点 (wsm) 此 解析 , 故 有 一 充分 小 的 D" 中 的 zx 邻 域 
V"(z0)), 使 得 万 mw， zz) 在 yo X Fo zw) 的 每 一 点 党 解析 ， 取 
za(z@)) 同时 包含 于 U*(gz 中 ) 中 ， 作画 数 


fc:z) 
Ylw,z) 一 7 二 dC 


T (0) 6 一 比 


这 显然 是 在 区 o x 7"(zo) 中 解析 的 图 数 ,又 根据 上 面 的 注意 ( 顾 
及 7 .0) 包含 E， 而 当 < V "(20)) 和 时 包含 于 Dz 中 )， 有 
z gw, #) p(w, z). 
此 乃 表示 g(w， 在 入 or x Fr(zo) 解析 ， 由 于 sx 四 可 以 是 D” 
中 任 一 点 ， 而 Yo 可 以 是 Do) 中 任 一 包 合 > 万 > 的 曲 黎 ， , 故 
ED 
glw, 2) 在 刀 解 析 ， 

由 假设 D” 一 互 ” 含有 内 点 ， 郎 侈 有 一 非 空 的 开 集 K"，。 当 
zs€ K", f(w, 2) 对 变数 ww 在 Ds 解析 ,因此 有 | 


+ 149.。 


Yl { Hf6,8) Ho 
gl(w, ) 2 了 [2 dé f( 9 )， 


换 划 之 ，f(ws z) 与 gC(w,z) 在 DD 一 E 中 一 非 空 开 集 内 屋 等 , 序  - 
fC(w,z) 可 解析 展 拓 至 整个 域 D。 定理 永明 ， : 
下 面 举 几 个 应 用 上 述 定理 的 例子 ,读者 可 根据 此 定理 证 明之 . 

例 (让 )。 设 DD 为 超 球 (> 之 2) 
EA Ra 
而 E 为 超 球 . | 
|al? t+ |zal? < 70 <r < R), 
划 任 一 画 数 f(z1,，… ,xz,) 若 在 D 一 E:. 


和 < | > sj 十 ”十 [an < OR 
解析 ，， 必 可 解析 至 整个 超 球 D. | | 
例 《五 )。 识 Gi 是 x 平面 的 由 一 于 简单 曲 粮 围 成 的 域 ， Bi 是 “ 


包含 于 其 中 的 一 阴 集 . 命 G1,.…, Gs 分别 是 zz，,"……, zs 平面 
的 域 ; Us, ,Us 分 别 是 G;,*'，G。 中 的 非 襟 开 集 ， 车 画 数 


fa, Cp 2) 当 Wea, “zn) EV, X.::. X Un, ztGr 时 


及 当 (za 22) € GX x 9 7 246 G1 一 Bi 时 是 解析 的 ,- 
则 fC2) 可 解析 展 拓 至 Gi X Gs: X :+ X Cn。 

例 (二 )。 若 图 数 f(s ) 在 整个 C” 中 除了 一 有 界 点 集 多 解析 
并 有 界 , 则 必 为 常数 (mn 2). 

应 用 例 (ii)， 我 们 可 以 证 明 

` 定理 4.3.2. 〈 连 绪 性 定理 )，. 屋 在 平面 上 有 由 于 简单 曲 缆 

C 围 成 的 域 Di:， 又 设 (zx,，… ,zs%)) 是 空间 Ci 的 收 化 于 点 
(ca2， ”3 an ) 的 点 串 。 若 图 数 f(z, z2,，*“"*,z,) 当 2 在 曲线 C 


| 上 而 SS 一 623 "oP 一 Lo 时 是 解析 的 ;又 当 为 在 也 的 办 包 D, 而 


gy = 2»), 9 一 1,2,.……) 时 是 解析 的 ,天 f(x) 在 z 


Zi Di, 2Z2 一 422， … 3 Zn 一 Cy 的 局 解 析 . . 
证 . | 1H#z) 当 21 在 曲线 C -上 22 -一 G2 了 “” Sn ™ dy 时 和 拥 析 ， 


部 有 ww， …，av 的 邻 域 ， 


Go= {la — a) < Gs = {lz asl < 7,) 
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”解析 ， 定理 让 明 . 


及 zi 焉 面 的 域 GIOD, 与 包含 于 D1 的 琉 域 少 : ,使 得 f(z) 在 
1€G— Bi (za ECG XXX Gs 
解析 . 
由 于 《sz ，… ,sz9)) 收 敏 为 (mm …，a)， 我 们 有 一 -充分 
大 的 正 整数 名 ,使 得 点 (zj ，: … ,zt ) 包含 在 G X + XG 
中 ， 又 由 于 f(z) 在 : 


zi1€ Di, 22 z2*0), "sy gz 一 gs) 
解析 ,我 们 可 适当 选择 G4 及 xz” 的 邻 
一 一 一 -1 — z40| < 0}, 


使 得 f(z) 在 
mi€ Gl, 201s on) EU Xe XD, 
a \ z 
取 ez，.…, es 充分 小 ,使 U2C Gz, ,UsC Gs， 应 用 例 Gii) 
的 秸 果 使 知 , f(z) 在 : 
GIX GX*:** XG, 
解析 ,特别 是 在 


zi1€ D1, Ga “yg Bn Mn 


出 上 面 约 定理 可 推 锯 
定理 全 3.3。 设 4 是 起 球 : 
S={lal 二 [zl 二 十 [zl?<r} 

的 边界 点 . 和 若 U(a) 是 给 与 的 ae 的 邻 域 ， 而 图 数 1(x) 在 点 集 
. UN{al t+ zl > 7 
” 解析 , 则 必 有 一 a 的 充分 个 领域 V (a) ,使 得 画 数 f(z) 可 解析 展 邱 
至 Fe). 
证 .。 不 妨 假定 4 = (0, .……，0，,yr)， 否 妈 可 作 一 西 入 性 变换 
使 之 如 此 ,而 此 变换 使 $ 不 变 . 

取 包 含 于 U(a) 的 于 多 园 柱 


[xx | < S13s “Ss | gat | < En—ls Tn 一 了 | < Ex。 


者 151 。 


当 正 整数 ?充分 大 做 二 < ea 时 , 命 
a€D,= {|zi| < s1}， 2 一 一 1™ vs 


1 
zt) 二 7 十 一 . 
| | Dr 


显然 (xz 2，…… 20)EUCa) 而 
Tal? 十 |z2 ?十 ,。 十 |z0|?> 72 。 


故 f(z) 在 此 等 点 (x1, zi) ，… “， z4') 解析 ， 


勾当 

"EC — {lal = 0), z2 = “zo = 0, Zn 
时 , 亦 有 |zil? 十 … 十 |zs| ?>> 7, 故 f(z) 在 上 面 的 点 解析 . 

应 用 定理 4.3.2 知 , (xz) 在 


[lal <6 Be 0 Ys 一 他 

解析 , 亦 即 有 一 邻 域 VCa): : : 

al <e J) < 6, ,zl < 1, |z, CO— "| < 6,， 
f(z) 在 其 中 解析 。 定 理 证 明 ， 

下 上 定理 可 见 ， 多 于 一 个 复 变数 的 空间 ， 能 够 有 这 样 一 些 域 ， 

这 些 域 的 一 些 边界 点 有 如 此 性 质 : 任 一 在 域内 解析 的 画 数 , 必 可 稳 
过 这 些 边 界 点 解析 展 拓 至 域外 。 这 种 奇妙 的 性 质 是 单 复 变数 解析 
畏 数 所 没有 的 . 在 单 复 变数 画 数 葵 中 , 习 知 对 任 一 域 D 必 有 一 在 此 
域内 解析 的 画 数 ,但 不 能 解析 展 折 至 域 也 外 , 朗 此 画 数 以 域 忆 的 边 
界 为 自然 边界 2。 而 定理 4.3.3 说 明 , 在 多 于 一 个 变数 的 空间 中 ,并 
非 任 一 域 沸 可 以 作为 某 一 在 域内 解析 的 副 数 的 自然 边界 。 对 于 如 
此 的 域 , 朗 最 少 有 一 画 数 在 其 内 解析 而 以 其 边界 作为 自然 边界 者 ， 
我 们 称 为 正则 域 ， 研 究 正 区域 考 大 不 乏 人 ?2。 什 么 域 是 正则 域 , 什 
么 域 不 是 正则 域 ,这 是 多 复 变 数 解 析 画 数 葵 的 根本 问题 之 一 。 1911 
年 ，E. EE. Levi [1] 鲁 释 提出 过 关于 正则 域 的 充 要 条 件 的 猜想 ， 


1) 浴 半 Behnke u,, Sominer TU 第 三 在 4 §8, z 
2) 可 参阅 B. A. "Pyxe [41 的 总 车 性 文章 ， 虽然 最 近 的 糖果 还 没有 包括 在 内 
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后 求 为 必 .Oka [2] 解决 ， 丰 于 正 旭 域 的 本 内 需要 较 多 的 其 他 数 
学 分 支 的 知识 ,这 里 不 准备 进一步 讨论 . 
. $ 4.4. 奇异 点 解析 超 曲 面 。 从 上 节 我 们 知道 , 解析 图 数 的 奇 
异 点 必 非 白 立 的 。 现在 我 们 进一步 研 铬 某 些 奇异 点 集 的 几何 形 
状 ， 
定理 44.1. 发 f(z) 在 原点 的 邻 域 
(ail < nn, ,| < rs (4.4.1) 
”中 除去 点 集 外 是 解析 的 。 点 集 互 与 每 一 解析 平面 #2 一 4 ， 
zn 二 ar (si 任意 ) 仅 交 于 一 点 ，(z ,an) 在 
ga rs < | (4.4.2) 
中。 此外, 设 Hz w，…, 44) 在 | < 中 有 一 旦 只 有 一 奇 
异 点 , 则 点 集 互 能 以 方程 
2 一 PCza so) 
卖 之 ,其 中 9 (zw，…, zo) 在 (4.4.2) 中 是 解析 的 
证 。 (GD 先 证 pCz,，…, zw) 在 (4.4.2) 中 是 连 种 的 . 
显然 9 是 单 值 画 数 ， 我 们 要 恋 朋 9 在 x 一.…* 一 有 % 一 0 点 
连 种 。 不 妨 假 定 ” 


~ 


. pC0,- “'*， 0) 一 0， 
而 证 明 任 与 es > 0, 存 在 3 > 0, 使 得 

z [@(z2, zol < s， 四 
[zz| < |x < 9 , 
如 车 不 然 , 有 一 单调 递减 的 正 数 串 6,—>0 太一 租 数 忠 (as), 3 
o)， 其 中 [a 各 | < 5 (一 2，，…， ,使 得 

。 (cc > e 
此 乃 表示 f(z) 在 

Eh < S， 2 一 4), + Zn 一 LU) 

解析 ， 由 于 s89,…， ai ) -> (0,.…… 0), 根据 连续 性 定理 知 ， 
f(x) 在? = 0 点 亦 解 析 ;, 这 与 假发 矛盾 : 
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至 于 (zy; ,zs) 在 (4.4.2) 的 其 它 点 的 连续 性 , 可 用 同 法 
诈 之 。 | : . 
“(ii》 现 证 # 二 2 时 ， (22) 在 | z, | < 7a 中 解析 , 

”我们 先 证. gp (zs) 在 -zz 二 0 点 是 解析 的 . 

根据 史 之 连 矿 性 ,我 可 取 充 分 小 之 正 数 7, 使 “ 
19(z2)| < et 

: |z2| < 27, (4.4.3) 
此 乃 表示 f(z1, z2) 在 
< a < | <27 : 


中 没有 奇异 点 , 人 P 适 合 


np<2n, | 4,4.4) 
及 一 xs 适合 
到 在 1 一 0， ~ 
[a 一 0 < "一 子 z2| < 27 (4.4.5) 


+ Ka, z) 是 解析 的 , 因 之 能 展 为 级 数 
re z2) 一 fz2) Cm -一 Zi07 )", (4.4.6) 
其 中 A 在 [zs| < 27 中 解析 


» 当 za 适合 | za| < 27， 《9(za)， 22) 是 f(zi, 2) 的 奇异 点 ， 和 | 


f(z1, 22) 在 : 
< 一 < 吕 | <<22 是 解析 
的 ; 换言之 ， 车 命 : z 
Ra) = Co - — zp|, " (4.4.7) 
到 fm, z2) 在 
[a | zo) | < R(%2), i | sz| < 27 (4.4.8) 
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是 解析 的 .此 外 胡 数 (4.4.9) 收 化 . 
又 由 《iD 知 ，R(zz) 在 |zz1. < 27 连续 。 我 们 要 让 明 
(iia). 存在 一 个 在 [zl < 内 调和 的 男 数 u(z2) ,使 得 

一 ul 22), 当 | zz| = 2 


log R(z,) 一 1 ~ > 当 | < (C4.4.9) 
我 们 知道 ,存在 唯一 的 在 |xz| < 7 内 调和 的 丽 数 x(z2), 使 
得 z : 
: u(z2) 一 log R(z),， 当 |zm| 一 了 
我 们 只 要 证 


xm) 二 log R(za)。， 当 | ,| < 7. 
已 知 航 数 《4.4.6) 在 #1 一 z 中 | 过 RCz2), | za| 二 7( <27) 下 
钱 ， 车 我 们 能 奸 明 此 级 数 在 。 
~ EA 一 z 人 | < CEw(22) | zz| 亏 7 
收 敏 , 则 必须 exm < RC(z;)， 这 便 是 所 欲 让 【因为 对 每 一 回 定 
的 z2,《4.4.6) 的 收敛 全 径 不 能 大 于 R(z,).] z 
在 |zz| 一 7; 由 cxo 一 RR(z2) 知 , 航 数 (4.4.6) 在 |x 一 z| < 
< 收 仇 .. 故 对 每 一 如 此 的 zz, 有 一 最 小 之 正 整 数 =， 使 得 
[Cz2) er mm) | 1 OY ? 全 Dy, 
其 中 。 为 任 与 的 固定 正 数 . 
我 们 断 诈 ,有 一 固定 的 正 整 数 ,使 得 ww < 委 N， 对 所 有 满足 
” | sa| 二 7 的 x; 此 成 立 ， 和 如 车 不 然 , 任 与 正 整数 wm 有 x87(|z8| 二 7) 
使 得 pssm > m。 不 妨 假 定 zy 收敛 为 z2(|z 加 | = 7), 和 否则 取 
其 一 子囊 使 之 如 此 . 
: f(z1, 22) 在 | aa 一 2 人 | < R(z2), 2 一 3 的 点 解析 ， 因此 
有 正 数 6， 使 f(z1, 22) 在 下 一 zh)| 和: e “a ，| 22 z 人 | < 1 _ 
中 解析 ， 并 且 在 此 点 集中 报 数 (4.4. 是 一致 收 的 因 之 有 一 正 
整数 mm, 当 之 加 时 ， 
2) e790| < 4, 对 任意 之 各 适合 二 一 区 | 二 3 我 
” 们 取 5 充分 之 小 ,使 得 四 
uz2) us ) + ee, BG |z— z | 6, |2| = 7. 


”AR 


。155 。 


因此 有 
| hlz2)e’ m0| < 1, 当 |z2 ~ 2 | 过 和，|z = 7y, b> vo. 
当 m 充分 大 时 ，| zxg) 一 z 四 | < 8， 故 有 
Ca eT | 二 1 当 ，> 轴 
了 矛盾。 证 明了 断 于 .由 此 知 , 当 |z| 一 7， 
| [plzD)e ed | 1 p>N, 2 (4.4.10) 
作 4 之 共 四 调 和 出 数 v22) 上 Cm) =—w 二 iv 在 |z2| = 7 
解析 ,而 (4.4.10) 可 书 为 
[C82) ee)| < 1， 当 pv 之 www， |z2| 一 也 
根据 极 大 模 原理 ,上 面 不 等 式 在 |z| 之 7 亦 成 立 ,立即 (4.4.10) 在 
Bd 委 7 亦 成 立 . 由 此 易 知 报 数 (4.4.6) 在 
z Se | < 
一 致 收 化 ,因此 必须 
e073 < Rz)， 当 |z2| 7. 
一 命 。-> 0, 使 得 所 欲 证 . 


要 疙 
log R(z2) 一 zx(52)， 当 | xz| 一 7。 
下 (iia ) psiF z 


， 了 得 - . 
log RC(0) > uC0) = 上 | zzez)d0 一 
275 40 | 


2 天 | 
= 上 | log R(we'™?)a0.- (4.4.11) 
| 2 -0 


出 (4.4.7) 及 |z??| 一 p 知 ,. 上 式 可 书 为 
,logp 之 工人 log pge'®) 一 pe |ab. 
27 .J0 
在 上 式 两 端 对 从 0 到 2r 积分 之 ， 并 除 以 2r ,得 


logp > (27 es ol log (ae ) 一 - pe 二 


2 有 
| log p 29 = log 2. 
0 
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(iib). 现在 要 证 明 log R(xz) 在 |zw| 天 7 中 是 调和 画 数 ， 即 


~ Li ~ 


由 此 知 , (4.4.11) 中 等 式 必 须 成 立 , 印 
log RC0) = a(0). (4.4.12) 
任 取 一 正 数 + 二 >， 根据 (iia) 知 ,有 一 调和 图 数 "zz), 适 


合 
z | 一 v (22), 当 1z21 -= 7 > 
RD 一 > el < 
重复 上 面 的 起 明 , 可 得 
log R(0) = v(0) 一 工人 log RCret)dO. 
如 是 有 . : z 


0 = log R(0) — #(0) = 


一 上 | [log R(re’) 一 u(re'?)1a0. 
27 .0 


大 


,由 于 log R(re') 一 xzei) 之 0， 上 式 天 示 必 须 
log RCre79) 一 u(reio), 0 0 世 2x, : ” 
由 于 7 可 以 是 小 于 7 之 任意 正 数 , 故 有 、 
log R(z2) 三 wu(z2),， 涩 jz 一 了 
(iic) .最 后 证明 p(x) 在 |z| < 解析 . 
根据 (iib), log R(z3) 在 |zz| 二 wy 调和 , 故 


R(z,) 一 Blog R(x2) 


”有 二 和 级 连续 偏 微分 ， 


由 _ 一 1 - 
Olog R*(z2) 2 O’ log R(z2) _ 0 
Oz2O82 1 Oz 29z 2 
可 得 ， . ' 
z OR’z) ORCz)) BRzCz 
R27) 一 一 一 2 0 《4.4.13 
(22) Oz08, br 68z - ) 
命 xz 一 pe ， 由 (4.4.7) 知 / _ 


R?(z,) 三 R2(z,, v9) 一 
= 一 P22)P C22) -一 p[ec 一 pz) 十 ezDp(sz)] 十 o (4.4,14) 


# . | 和 1T57 ， 


由 此 可 知 ， 业 汪 时 时 汪汪 : 
R(x2y b + x) 一 Rx, 四) 一 2ple 9 (3) + c |(z2)] 


及 | .| 


ps) = {Rms m 一 Re 0) + 
: +p 


ree 
2 7/ ,2 


此 乃 珍 示 p(ss) 有 二 级 连续 偏 微 分 ， 


以 (4.4.14) 代 入 (4.4.13) 可 得 
一 (人 Op _OP oi 0'9 )e 十 


Oz2082 Oz.02, . 
。 一 Op iy _OF -ib 4 i 
十 (< Pa 十 ec fv 9) 十 到 _ 
| O202> Oz2082 (ep 1 ?) 
| -iv 2 十 » OF. | 十 OP + OP.0F 十 
| Oz, 2 Oz, Oz2 65 F Oz O22 


“69 op 日 :万 | 网 
| 十 - 人 十 - 十 ， _ -一 0。 4.4.15) 
Br Be door ?le + 4 


由 C4.4.4) 知 ，P 可 以 是 二 与 二 之 间 的 任意 数 ， 故 


z C4.4.15) 的 各 P 次 之 系数 必须 为 才 由 (4.4.15) 的 pi 的 对 数 


2 2 一 
—iv Op 十 eiv OB 


[ P_ -一 ， 0 < 一 ~ 
， | Oz, Oz> . Oz, Oz, ” < 网 站 
可 知 
OP OF eA 


B20E, Ora 
由 此 及 由 (4.4.15) 的 0 的 系数 等 于 才 可 得 
ev 9 O09 十 e 27 史 oF 05 _ 


0 
Oz, O08; Oz, 82 
由 此 可 知 
Op __ .09 - 
一 0 一 0. 4.4.16 
Og 站 Oz, ( ) 


我 们 诈 明 必须 前 者 戊 立 . 因 为 我 们 可 作 变 换 x1 一 一 22， 
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2 一 地， 而 命 六 ( 准 ， 达 ) 一 (党 一 驻 ， 过 )， 画 数 产 在 原点 的 

充分 小 邻 域 | 台 | < et | 对 | < es 中 ,除去 以 咯 一 p( 过 ) 十 下 

定义 的 奇异 点 集 外 ,是 解析 的 。 因 之 可 如 以 上 所 应 明 一 样 推 由 
sz 十 ?PCz2)] 一 一 10. 或 Oz 十 P20) 一 


OQz¥ ' Oz> 
如 果 前 者 成 立 , 则 得 出 PP ME _ 0; 如 果 后 者 成 立 ， 
2 S2 | 
则 得 坦 1 十 时 -0 琢 二 关 0， 而 由 (4.4.16) 知 
Oz2 . 已 2 一 
Op(Csa) 1 
Dz， 


至 此 ,我 们 已 证 明了 9p(z2) 在 2 一 0 解析 . 车 U2 为 | 22 | < 7 2 
的 任 一 点 而 a 一 9(a), 则 可 取 充 分 小 的 双 圆 柱 = 
| 一 cj 一 se， [2 一 aa < 《4.4.17 ) 
包含 于 EA = 71， |z2| 二 +?， 中 兴 ， 命 2 二 各 一 41, 2 一 2) 一 4 
f CN ，22 ) 一 帮 s 十 ai，2z2 十 02) ， 则 画 数 f* 在 (4.4.17) 中 除了 
由 方程 对 一 9( 过 十 oo) 一 ma 所 定义 的 奇异 点 外 是 解析 的 ， 重 
复 上 面 的 证 表 知 gq*(z2 十 a3) 一 损 在 只 二 0 点 解析 , 亦 序 p(xi) 
在 zz 二 az 点 解析 .ea 可 以 是 |zs| 二 +; 的 任 一 点 , 故 9 (zs) 在 ~ 
| zz| < ry 解析 . 
〈 赴 ) 现 证 #>>2 时，q(zz， ,zo) 在 (4.4.2) 中 解析 . 
任 取 一 组 常数 G2 "> Gily Hitly 站 an 适合 
| ea| < 72 faa| < ri aiti| < ritb ,Fas| < 7,, 


而 考虑 在 


! 
ww 看 


lz| <r, |z| 天 rr， 
z 中 定义 的 画 数 大 21， az Gi ai，ajf1 ao) 及 pa *, 
Gj-ly Hj, Qj+19 * An) . z | 
由 于 fx, za zi do) 的 奇异 点 适合 方程 
zi = Pa es Fis ++, 0) : 
应 用 4 = 2 的 精 果 知 ，p(o 3， 加，… ,ar) 在 |zi| 二 ri 对 变 
数 zj 解析 (i 一 2，…,n)， 由 于 9p(zz,…, zn) 在 (4.4.2) 束 
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夸 , 故 在 此 域 中 对 所 有 的 变数 zy，… ,<。 是 解析 的 ， 定理 完全 姓 
朋 ; . 

在 一 开 集 刀 内 的 于 集 (对 于 DD 而 蚜 ) 称 为 (x 一 1 礁 ) 解析 
超 曲 面 ， 车 对 的 每 一 点 <， 有 一 4 的 邻 域 U， 及 在 此 邻 域 定义 
的 不 尾 等 于 才 的 解析 图 数 所 (z) ,使 得 点 集 ENU 是 由 f(z) 的 
雳 点 组 成 。 由 此 定义 知 ， 定理 4.4.1 的 奇 寞 点 集成 一 一 和 解析 超 曲 . 
面 . : 
”$4.5. 亚 炳 画 数 . 在 一 域 刀 定义 的 画 数 f(z) 称 为 亚 纯 的 ,如 
在 DD 的 每 一 点 <， 有 有 两 元 素 p,, g,€ 02 在 包含 于 也 的 一 邻 域 
P(z, r+) 中 是 解析 的 , 且 ge 尖 0; 又 对 Pla, 7) 的 任 一 点 4， 把 


Pe ge 看 作 08 的 元 素 时 是 互 霸 的 。 此 外 ,在 P(a, 7) 中 


一 Pa 
qa 
q(x) 天 0 的 x 点 称 为 fz) 的 正则 点 ; p(w) 了 关 0 而 
94) 一 0 的 = 点 称 为 极点 ; 而 p(x) 一 q(x) 一 0 的 点 称 为 不 ， 
定点 . 
/ 在 P(e， r) 中 的 天 式 2 称 为 在 。 点 的 局 部 部分 ,这 是 


在 等 价 意义 下 叭 一块 定 的 ; 换 昔 之 ,车 有 另 一 局 部 部 分 f= pre) re 
则 必须 z : 
. pa ~ Pi, qa ~ qs. 
这 可 以 如 下 的 证 明 : 由 
| pq = qep: 
可 知 pelqsp， 但 由 (po, 9s) 二 1 知 世 下 (定理 4.2.1)， 同 理 有 
这 加， 故 和 一 在。 仿 此 可 证 ge。 一 2 
定理 4.5.1。 如 果 p, 4E0"” 县 (p, 4) 一 1， 划 存 在 原点 的 
充分 小 邻 域 0， 使 得 对 口中 任 一 点 4， -把 p， 4 看 作 0? 的 元 素 时 ， 
亦 有 (p, 4) 一 1. | 
证 。 我 们 不 妨 假定 p 与 了 对 : 5 是 正 再 化 的 ， 应 用 Weierstrass 
预备 定理 使 得 一 
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pp 一 《xs 十 cuzt 十 十 gu, 
4 = (+Bist! + + Bs, 
其 中 zx, ”是 单位 ;而 av， ok Bl，'…'，Bi 古 0” 中 非 单位 元 
素 。 可 到 原点 的 充分 小 邻 域 口 ,使 得 x 与 w* 看 作 是 Os (a €0) 的 
元 素 时 仍然 是 单位 。 
存在 0”[Lz1] 中 的 原 素 ?与 s， 使 得 
p q 


7 人 +s 人 =w, 
ui 县 ， 


其 中 是 二 与 分 的 精 式 ， 由 于 (p,4) 一 1, 根据 定理 4.2.1 的 
证 明 (ii) 条， o 个 屋 为 霉 ， .我 们 取 了 充分 之 小 :使 得 ps4a; 7 ， St, 


在 此 邻 域 中 此 解析 ,对 任 一 点 a 一 Ca,…,ar)E0, 把 p,q， | 

了。 到 2 看 作 有 是 OF 的 元 素 而 书 之 为 Pas Hay Fas Say Hasy Ua 时 便 有 加 
a + so = w,, 
”1 V/s 

其 中 ?a> S43 Pe Le 2 也 可 看 作 是 OF [a | 和 元吉。 a = Co 

Hs 
da) wa OF 不 恒 为 辟 . ) 
显然 如 ,4 是 03 1 [zi 一 ql 的 本 原 多 项 式 . 


发 &608 [a4 一] 是 如 与 汪 的 公 因 子 ,期 由 ds]ws 知 


w, = dueu, 2 € O07- 1 [zi Tal. 
命 z 
da 一 ude ， ea 一 6zco ， 
其 中 Gu。 ， es€ O02 而 dz ， cz 古 Oz?- 1 [23 一 ail 的 本 原 多 项 式 . 
由 于 sceclwo, 我 们 有 de 一 E08"!1。 因此 二 cy 必须 是 


aa 、 
O2 1 -的 单位 由 此 知心 与 汉 皆 是 or- ! 的 单位 ， 因而 ds 二- 
Od € OF 1 


如 是 08-![a 一 m] 的 本 原 多 项 式 而 能 以 08 -1 中 的 元 来 


a 
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除 尽 ， ds 必 是 08-! 的 单位 ,也 就 是 02 的 单位 ; 换 划 之 


(e， 4 2) - 一 1 
这 包含 了 (ps,, qs) 二 1, 定理 证 明 . 


在 一 域 刀 内 亚 纯 的 画 数 f(z) 称 为 有 理 画 数 ， 如 果 存 在 
2 2o 的 多 项 式 P(xz) 与 O(z)， 使 得 在 刀 中 司 有 


P (2) 2 0 
f(z) 一 Da (9G 寺 0 


显然 两 有 理 画 汐 的 和 、 差 、 积 \ 商 仍然 是 有 理 面 数 ， 
定理 4.5.2. 褒 吃 是 xz 一 (>m，.……，zam) 空间 的 域 ，Di 是 
ee 《zi ， "“""*, wm) 空 闻 的 域 ， f(z, tw ) 起 D X Di 中 的 亚 纯 画 


数 .，. 车 当 z 固定 时 ，j(z, w) 是 对 巡 的 有 理 画 数 ， 当 ww 固定 时 ， 


f(z, w) 是 对 2 的 有 理 图 数 , 则 f(z, w) 对 xz, mw 是 有 理 丽 数 ， 


我 们 先 证 一 预备 定理 ， 

定理 4.5.3。 设 DD 是 z 一 (zi,……, zs) 空间 的 域 ，D1 是 
w 一 《zl ，zwm) 空间 的 域 ，Fi(z， w)， “… ,Fi(z,，w) 是 在 
DXxXD 中 亚 纯 的 画 数 不 全 恒 等 于 坟 者 ， 并 且 对 任 一 辕 定 的 z€ED, 


. 每 一 F(z, w) 和 是 妈 的 在 Di 中 有 理 的 酌 数 ， 洲 在 Di 中 中 有 一 租 两 。 


而 


本 


数 CI(w) Cr(w)〈《 开 不 假定 其 解析 ) 使 得 z € D, weEDi 时 
运 合 四 
Ciltw) FiCz, ww) 二 ~， 十 Cil(sw)Fa(z, zw) 一 0 | 


oC lt 二 TceGo) > 0， 


- 划 存 在 一 粗 wwi …'，mw 的 多 项 式 PCw),……, Pi(w) 不 低层 


等 于 老者 ,使 得 / 
Pi(w)Filz, w) 十 -十 Pilz, tw) FL, w) 二 0. 
证 .。. 我们 在 域 D 中 任 取 丰 个 点 z0，…， 39， 而 考虑 C, 的 
齐 次 线性 方程 租 
Ci Fls®, tw) 十 .十 + cme ww) 一 0， 
2 一 1; 人 
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由 此 可 知行 列 式 


+ 上 
Fz , ww) 下 人 20， w) | 


FCz®, ew) ee FoRCat, w) 上 


对 任 一 w ED 恒 为 老 ， 沿 第 一 行 展 开 之 , 便 有 

Rk | : 
> Cs SR, ww) FD, w) = 0, 
一 1 


其 中 C(za, ,zxz, w) 是 ww 的 有 理 丙 数 ， 攻 它 们 不 售 屠 等 于 
”和 零 , 则 以 此 等 有 再 责 数 的 公分 母 乘 全 式 便 得 秆 理 ,因为 0 可 以 是 
万 中 任 一 点 . 
如 果 所 有 的 Cu(zo, .…， xb,w) 三 0 由 假设 ， 非 所 有 
F(x, w) 引 恒 和 等于零 ,我 们 总 有 行列 式 DCw) 中 的 一 子 行列 式 不 
恒 等 于 零 ， 襄 


! Fo, Cz, rw ): 。 Fe zw ) 


os 三 0 (4.5.1) 
Fa (zDD, 人 “Faz(°D, , ww) 
而 | 
Fa (ztea)， io) Fas, sw) 
ee 庆 0. 
Fa zd, wi -Fas D, w) 


我 们 把 (4.5. 1) 左 端的 行列 式 沿 第 一 行 展开 之 ， 便 得 定理 . 
现在 我 们 证 明定 理 4.5.2. 
把 单项 式 - 
Zl os on (11, … ma = 0,1, 2 。。。 


排列 成 单一 的 次 序 而 以 po(z), Pie), p2(z) 各 是 任 一 
zy > 的 多 项 式 能 表 为 Sap) 的 形式 : 


个 不 全 恒 等 于 才 的 已 19 “”"， Sn 的 多 项 式 P CD) 与 0.(a， 入 
-PPwkzJ)f(z， 到 ) 十 Q(z) 二 三 0， 


” 知 ， 


亦 序 有 -| 
Bak) pa) | ss 0) + Db) ps) 0 (4.5.2) 
=0 : -> v=0 


: > |asCw) 1 + Co 
我 们 不 妨 假定 | 
> Eel) 十 > 2。 Ce) (4.5.3) 


倘 则 可 蕊 


ap 5 
Ea + El +t El 
分 别 代 赤 a,, 5b。. 
显然 多 项 式 Pu(z) 与 Ov(s) 的 项 数 W 和 M 与 w 点 有 关 . 我 - 
们 命 Dww 表 域 忆 ; 的 点 集 , 其 中 的 “万 是 使 对 应 的 多 天 式 P,(%), 
Ow《z) 的 项 数 分 别 为 N 与 M 考 ， 
首先 注意 , 如 果 Dw,r 在 域 D 内 有 聚 点 wo, 则 wo E€ Daw. 
郎 Dw 对 于 Di 是 朋 集 .” 。 
”实际 上 ,如 果 在 Dwx 中 有 一 点 中 w (D > wo ED 由 (4.5.37 


aw ho) | 1 (oo) 1 
因 之 可 取 一 子 串 (ota. 使 得 
lim a w'?) 一 an( wo)), . lim n bo ew?) 一 bb, Con ))， 
其 中 (wm) 与 bw09) 为 一 定 狐 ， 由 假 届 fx，w) 是 亚 纯 的 ， 
”而 f(z, wo) 是 z 的 有 理 画 数 , 故 必 有 一 点 z 使 得 f(x, w) 在 
《go ,wo) 的 邻 域 中 每 一 点 是 正则 的 ,而 在 此 邻 域 有 
,| limf(z, wD = f(z, WO) 


Pw = wn 代入 (4 5.2) ,而 命 1 一 00 和 
[ 达 gx tw ) pro | f(z w) 十 3 bc) pe) = 
«=0 ,v=0 


mn 
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此 乃 表 示 wa € Dyus tk Dn, 是 刀 的 于 集 ; 


[es] 


> Dan,u = Di, | 


N,M=0 


了 而 D, 是 一 开 焦 ， 因此 必定 有 一 个 | Dw, Ng 人 馈 会 万 | 中 其 一 非 窒 开 集 . 
否则 也 Dww 是 第 -类 集合 ( 即 可 数 多 个 无 处 稠密 的 点 集 之 


‘NM=0 


和 ), 这 是 不 能 等 于 Di 的 >. - 
设 Dyym 包含 Zi 的 一 非 窒 子 域 Vi, 在 此 域 中 ,我 们 命 
Fulz, wW) = pus)f(z, ww), LC=0,1,...,N, 
Fivri(z, w) = qz), »=0,1,...,M,. 
则 (4 5 2 能 书 为 


> a Cw)F, (z, zw ) 十 > B,C) FC, 纪 ) 三 -一 0, 


其 中 xz€D, mt ,而 与 村 是 固定 的 ， 根据 定理 4.5.3 知 ,上 面 
恒等式 中 an(w), 6 bsC1w) BM 0 的 多 项 云 代 等 :改定 理 
在 D X.Vi 成 立 由 于 j(z, mw) 在 D X Di 是 亚 纯 的 ， 因 之 定理 在 
D Xx D, 亦 戊 立 ， 于 是 证 明了 定理 4.5.2. 

多 复 变 数 的 亚 夭 困 数理 葵 中 带 有 根本 重要 性 的 问题 是 求 _. 亚 
炖 夯 数 具有 已 与 的 极点 者 ， 此 序 Cousin 问题 。 这 问题 严格 的 说 是 
我们 称 在 域 D 中 痊 与 第 一 种 Cousin 分 布 , 朗 在 万 的 每 一 点 
a, 痊 与 元 素 ps, 9s€ O07 及 一 邻 域 P(g， rs)CCD)， bo，4。 在 其 中 
解析 并 且 qs 法 09, (ps, 94s) 一 4。 此 外 ,如 果 P(a, 7 )nP(as ri) 


是 非 空 的 ,出 一 村 在 此 交集 中 是 正则 的 ， 第 一 Cousin 问题 
a pb 

《或 称 Cousin 加 法 问题 ) 即 问 是 否 存 在 一 在 DD 中 亚 秃 的 画 数 f(z) ， 

使 得 对 每 一 点 sa€ D, f(z) 一 在 邻 域 P(a， 4) 个 是 正则 的 


1) 套 阅 Alexandreff-Hopf[I] ,第 I 答 ; 第 一 部 分 ,第 二 章 54 定理 V， 108K. 


,165 。 


当 2 == 1 时 , 这 个 间 题 相当 于 在 a& DD 欠 以 亚 炖 画 数 的 主要 
部 分 / 


Ci C2 Ck 
十 十 a 十 一 一 一 一 
2— 4 (zs 一 4) (z 一 CD 和 


而 求 作 一 在 D 亚 惩 的 囊 数 具有 已 与 的 主要 部 分 ， 适 关 题 有 解 ,这 
束 是 Mittag—Leffler 定理 , 
我 们 称 在 域 忆 中 给 与 第 一 种 Cousin. 分 布 ， 序 在 D 中 每 一 点 ， 
给 与 不 剧 等 于 零 的 pa， 44 《Oz 及 一 邻 域 Pl(a, ra)， 其 正中 每 一 点 
na， 4a 管 是 表 则 的 并 且 互 素 。 此 外 , 如 果 P(a， ra) 人 P(b, rs) 是 


莫 室 的 , 划 在 其 中 每 一 点 有 名 一 名 第 二 Cousin 问题, 序 问 是 


qs 
否 存在 一 在 DD 亚 强 的 硬 数 jz) ,使 得 对 每 一 点 a€D 有 如 ~ ps 


da 


”特别 是 上 问题 中 所 有 g。 ~ 1 ,王朗 $4.2 所 提 的 问题 故 甘 在 


域 D 中 第 二 Cousin 问题 有 解 , 则 后 者 亦 有 解 ; 反之 ， 如 后 一 特殊 


的 第 二 Cousin 问题 在 域 忆 有 解 ， 则 一 般 的 第 二 Cousin * 问题 亦 有 
解 ， 这 可 证 之 如 下 : 


我 们 在 第 二 Cousin 问题 中 取出 所 有 (plans Gah 出 | 
于 对 Pla, ra)N PCE, rs) 中 任 一 点 < 有 到 一 人 亦 即 baqo 一 : 


da 


二 pyqat, 其 中 4 是 单位 , 易 知 ps 和 ~ pp，4gs ~ gs 根据 候 员 ,存在 
一 于 内 解析 的 两 数 g(z), 使 得 对 每 一 点 a€D 有 g ~ ps, 又 有 


一 于 内 解析 的 丽 数 (7 ,使 得 ~ or。 合 /0 -$3 这 便 


是 所 求 的 解 . 由 此 可 知 ， 若 第 二 Cousin 问题 有 解 ， 则 任 一 在 D 


:内 亚 纯 的 画 数 能 表 为 两 个 在 刀 内 解析 的 画 数 之 商 ， 并 且 对 每 一 点 
ea6D, 此 两 解析 画 数 作为 0 的 元 素 时 是 互 素 的 . 
可 是 $ 4.2 的 反例 部 明 第 二 Cousin 周 题 未 必 有 人 解 ， 竺 至 当 D 
”是 一 正则 域 时 亦 未 必 有 人 解 ,因为 $ 4.2 例 中 的 江 
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《二 


是 一 正则 域 ， | 

后 来 H. Cartan 与 K. Oka 等 人 把 Cousin 问题 以 代数 土 的 1 
模 与 理想 的 更 一 般 形 式 来 叙述 ，K. Oka [1] 证 明 : 对 单 叶 的 正 人 
域 第 一 Cousin 问题 可 解 ,而 已，Cartan [5] 用 绯 苏 (faiceux) 的 
工具 , 证 朋 对 更 一 般 的 Stein 流 形 第 一 Cousin 问题 可 解 。 J. P. 
Serre [得 出 第 二 Cousin 同 题 在 Stein 流 形 上 有 解 的 充 丰 条 - 
件 ， 由 于 他 们 在 解决 这 些 问 题 的 过 程 中 有 效 地 使 用 绯 苏 这 一 工 
有 具 ,使 得 徘 苏 理论 大 大 发 展 起 来 ,广泛 地 应 用 到 拓扑 学 、 微 分 几何 、 
代数 几何 等 部 站 中 ， 但 要 立 组 地 叙述 他 个 的 结果 ,需要 其 他 数学 
分 支 的 知 戳 师 多 ,这 里 只 好 从 略 。 


1 即 有 一 画 数 人 =, w) 在 忆 内 解析 ,但 不 能 解析 展 拓 至 域 忆 之 外 。 实际 上 , 习 知 
在 面 上 的 单位 图 jz| < 1 内 有 解析 的 画 数 sg(z) 二 Y sm: 以 圆周 jz| 一 1 
1 二 昌 . 
为 自然 边界 ， 由 此 易 知 太 2,w) 一 g ( 守 ) 8( 论 ) <(- 尝 )s (过) 在 D 内 解 
析 , 但 不 能 解析 展 拓 至 域 DD 之 和 外， z 
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